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Resum: En ocasi6 del centenari del naixement de Josep Millas Vallicrosa, va sorgir
la idea de fer una analisi des del punt de vista matematic del Tractat de geometria i
mesurament (1116), d’Abraham Bar Hiyya (Savasorda), que 'insigne arabista i hebraista
havia traduit al catala. Aquesta obra posa de manifest que, a Occident, abans del Liber
abaci (1202), de Fibonacci, escrit en llati, s’havia publicat, en hebreu, un opuscle en el
qual s’introduien I'’equacio6 de segon grau i els seus algorismes de resolucié fonamentats
en les relacions del llibre 11 dels Elements d’Euclides. A més, aquest llibret tenia una
segona part dedicada a la divisid de figures, usant, tanmateix, meétodes geometrics.
Fibonacci, conscient de la diferéencia metodologica d’aquestes dues parts, va tractar la
quiestio de la divisio de figures heretada de la matematica grega en un tractat separat,
La practica geometrice (1220).

Paraules clau: equacié de segon grau a Occident, historia de la matematica jueva
medieval, Savasorda i Fibonacci.

Classificacié MSC2010: 01-01, 01A35, 01A99.

En una xerrada sobre matematica egipcia i mesopotamica celebrada a I’Ate-
neu Barcelones, I’enginyer Josep Tarrés em va demanar si en voldria fer una
a Santa Coloma de Farners sobre el Tractat de geometria i mesurament, de
Ierudit hebreu Bar Hiyya. Em va fer molta illusié per un doble motiu. La que
comporta que una persona erudita, un collectiu o una societat cultural et faci
confianca. Es un fet que omple d’orgull que et reconeguin la feina de tants
anys. Pero també per I'indret. La Margarida i jo hem passat molts bons mo-
ments allotjats a Termes Orion sota I'aixopluc amable de la familia Campeny,
pujant al castell de Farners, passejant pel parc de Sant Salvador. Al Lotus Blau
vam celebrar els vint-i-cinc anys conjugals amb els fills i la familia i va ser una
d’aquelles satisfaccions de la vida dificils d’oblidar.

Tenia el Llibre de geometria ([38]) des de feia anys, pero no I’havia llegit, ni
tan sols 'havia fullejat. En arribar a casa vaig mirar si Abraham Bar Hiyya, com
l’anomena Millas Vallicrosa,! és un personatge reconegut en la historia general
de la matematica. Vaig consultar el directori de Saint Andrews ([45]) i el Bio-
graphical dictionary of mathematicians ([33]). Totes dues fonts li dediquen un

1 La gran enciclopédia catalana I'anomena Abraham Bar Hiyya (Abraham Iudaeus Savasorda). I
diu: «<Matematic, astronom i filosof hebreu, conegut també per Abraham Iudaeus Savasorda.
Barcelona, 1070 - Barcelona, 1136» (https://www.enciclopedia.cat/EC-GEC-0000284.xm1).
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parell de pagines. També I’esmenten Cajori, Smith i Loria, molt succintament,?
i Taton, amb forca detall.? I, recentment, la molt digna obra de Dorce dedicada
a la matematica desenvolupada al llarg dels segles a la peninsula Iberica en fa
una sintesi ([24, volum 11, p. 51-56]). També vaig consultar el recull bibliografic
de Dauben, que remet a set textos, entre llibres i articles ([23, items 436, 442,
446-448, 482, 5021 1826, p. 95, 96, 97, 105, 109 i 332]). Totes aquestes obres
son a l'abast dels que s’interessen per la historia de la matematica. Cap d’elles
no és un text especialitzat.*

Aquestes referéncies em van animar a endinsar-me en el Llibre de geome-
tria i, com acostuma a passar quan es llegeix amb atencié i cura una obra
matematica, em vaig adonar que és molt més teorica del que ella mateixa
s’atribueix. Tot aixo, em va motivar a fer-ne una presentacié de caire historic i
metodologic pensada per a un public matematic pero ampli, una motivacioé que
em va portar a escriure aquestes pagines.

1 Unes gotes de la biografia i de les obres

Abans d’endinsar-nos en els continguts, en els parallelismes amb obres prece-
dents, en les fonts en queé s’inspira i en les influéncies que el Llibre de geometria
va tenir, ens ha semblat que valia la pena fer una ressenya breu de ’home i la
seva obra.

1.1 Biografia breu

Abraham Bar Hiyya (o Abraham Iudaus Savasorda) (Barcelona, ~1065° - Pro-
venca, 1136),° conegut com a Savasorda, del nom arab Sahib aix-Xurta (‘cap de
la guardia’),” matematic, astroleg, astronom i filosof hebreu catala. Es va formar
a la cort dels Banu Hud de Saragossa.® A més, va ocupar carrecs d’importan-
cia a les corts islamiques d’Arago, un dels quals li va valer el sobrenom pel
qual se’l coneix: Savasorda. La seva obra matematica, astronomica i filosofica
va contribuir a la difusi6 de la ciéncia arab en el moéon occidental. Destaca la
del 1116 ([5]), escrita en hebreu.

A més de les seves obres, cal distingir les traduccions en qué va participar,
collaborant amb Plat6é de Tivoli (Plato Tiburtinus) ([55, p. 99]), al qual va servir
com a traductor intermediari oral de I’arab al romanc. D’aquesta collaboracio,
que es va mantenir durant la seva estada a Barcelona (1134-1145), va sorgir una

2 [17, edici6 de 1985, p. 121], [60, volum I de I'edici6 de 1958, p. 206 i 123]1i [34, p. 140, nota 2]).
3 [62, edicio6 castellana de 1988, volum 111, p. 612, 614, 616, 636-637, 640-641 i 678]. Curiosament,
les histories de la matematica de factura més actual 'ometen. N’'és una excepcio [30, p. 123-124].
4 Els textos especialitzats els podem trobar a I’edici6 catalana de [5] i també a les bibliografies
de [45] 1 [33].

5 Hi ha biografies que afirmen que és natural de Saragossa. D’altres, en canvi, 'anomenen di-
rectament Abraham bar Hiyya ha-Bargeloni. També hi ha qui afirma que era natural d’Egipte.

6 Per a les notes biografiques podeu consultar, a més dels ja esmentats [33] i [45], els textos [57,
§31, p. 43] (breu), [24] (més llarg) i [42, volum 1, capitol 9, p. 219-262] (forca extens).

7 Tomeo fa referéncia a I'existéncia d'un document de I'arxiu de la catedral d’Osca, datat
I'any 1137, en qué s’esmenta «una heredad que fue de Xabaxorda judeo» ([63, p. 27]).

8 A §10 apleguem els personatges esmentats a 'article.
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dotzena de traduccions llatines en el camp de les matematiques, I'astronomia i
I'astrologia ([18, p. 147-149]).

1.2 Obres i traduccions

Ens sembla important fer un recull de les seves obres i de les traduccions que
va fer amb Plat6 de Tivoli perquée posen de manifest dos fets importants: tenia
un coneixement ampli de ’obra cientifica dels arabs i dels grecs a través dels
arabs, i la va rellegir amb aportacions personals.

1.2.1 Les obres En aquest paragraf ens basem en la informaci6é que propor-
ciona la introducci6 de Millas a I’obra de Bar Hiyya del 1117.°

1 Yésodé ha-ébund wé-migdal ha-émuna'® ™y
(Fonaments de la intelligéncia i torre de la
creenca) [7]. Es una mena d’enciclopédia
cientifica; en el prefaci, Bar Hiyya diu que
és una traduccio de I’arab a I’hebreu, pero
no s’ha trobat cap original arab amb el ma-
teix contingut.!!

11 Hibbur ha-mésihd wé-ha-tisboret (Tractat
de geometria i mesurament) [5]. Es 1'obra "“,,*,,"“"l;‘."'.’f‘.‘ Bchfiulall.
liam € aliam regidis

que ens ocupa i en parlarem més avall.12 i g, 5 PRV W S

i oper. YR MY YA R RN
I Surat ha-ares wé-tabnit ha-Smavin (Forma nm'fl?ﬁ e e e s
de la Terra i les figures del cel) [9].13 Es un e e oy, s
tractat d’astronomia i cosmografia, dedicat ooty 4 e

a Abraham ben Selomo, un personatge des- L:-"f;‘{“: o e i S
conegut i que deriva basicament del Kitab

fi harakat as-sama-wiyya wa-yawa mi ilm
an-nuyyum d’al-Farghani.'4

FIGURA 1: L’eclipsi de Lluna
a ’'astronomia de Bar Hiyya.

IV _Hésbon mahlekot ha-kokabim (Calcul dels moviments dels astres) [8]. Es
la presentacié matematica de determinades qiiestions d’astronomia. Fou
acabada a Barcelona el 10 d’abril de I’any 1136. Esta inspirada en I’obra
d’al-Battani. Alguns manuscrits contenen notes d’Abraham ibn Ezra. S’hi
descriu I'eclipsi de Lluna (figura 1).1°

9 [39, p. v-viI]. També [55]. A [57, p. 43] s’esmenta un parell d’obres més. Hi ha manuscrits de
Savasorda a les biblioteques de Berlin, Dublin, Munic, Oxford, Paris, Parma i el Vatica. Vegeu la
bibliografia.

10 La tipografia del titol hebraic de les obres és el de [42, volum 1, p. 222].

11 [55, p- 97] afirma que, potser, es tracta d'una serie de traduccions de diferents originals
reunides en forma d’enciclopeédia; és la primera coneguda en hebreu. I curiosament tracta de les
quatre ciéncies del quadrivi: aritmeética, geometria, astronomia i musica. En catala, [39].

12 En totes les citacions d’aquesta obra, la paginacio correspon a I'edici6 catalana [38].

13 L’any 1546 Sebastian Munster el va traduir al llati, [44].

14 [55, p. 101]. Hi ha comentaristes que la consideren una de les obres més notables de Savasorda.
Uns altres ho fan amb la de geometria; d’altres, amb la de filosofia, i encara n’hi ha que ho fan
amb el llibre revelador.

15 La figura, de domini public, 'hem manllevada de https://es.wikipedia.org/wiki/
Abraham_Bar_Hiyya.
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v Luhot (Taules astronomiques) [12]. Constitueix un complement de ’obra
anterior. Les taules es coneixen com a taules de Savasorda. Se’'n conserven
diferents versions: unes de calculades per al meridia d’Al-Raqqga, i unes
altres per al de Tolosa de Llenguadoc, que s6n les que va seguir segles
després Bonet Bonjorn.!®

V1 Séfer ha-'ibbur (Llibre de la intercalacio del calendari) [13]. Serveix per
determinar les dates del calendari jueu, un problema important per a
la liturgia.

VII Sefet Hegyon ha-néfes (Meditacio de I'anima) [10]. Es un tractat de filosofia.
vill Méguil-lat ha-mégal-1é (Llibre revelador) [6]. Es una exegesi messianica.!”
IX Iggret ha-astrologiya (Epistola sobre I'astrologia) [11].

1.2.2 Les traduccions Tenim coneixement d’'unes quantes traduccions llati-
nes que va fer amb Plato de Tivoli, com ja hem indicat abans ([55, p. 104]). D’al-
gunes se’n coneix la data, pero d’altres, no.
I De horarum electionibus (1133), d’Ali ben Ahmad al-Imrani.
11 De iudiciis natiuitatum (1136), d’Abu Ali al-Jayyat.
11 Iudicia seu propositiones (1136), d'un al-Mansur desconegut.
IV Quadripartitum (1138), de Ptolemeu.
v Centiloquium (1138), d’Ahmad ibn Yussuf al-Misri.
V1 Liber embadorum (1145), de Bar Hiyya.
viI De motu stellarum, d’al-Battani.'®
vl Esferiques, de Teodosi de Bitinia.
1X De revolutionibus natiuitatum, d’Abu Bakr ibn al-Jasib, conegut com a
Albubather.
X De operibus astrolabice, d’Tbn as-Saffar.
XI Aeneas de pulsibus et urinis, probablement d’Hunayn ibn Ishaq.
X11 Alfakini arabici filii questiones geomanticce, d’autor desconegut.

Com ja hem indicat, aquesta sintesi posa de manifest que Bar Hiyya i Platd
de Tivoli coneixien tant obres gregues com arabs. Es possible que les obres
gregues les coneguessin a través dels estudis i traduccions fets pels erudits
arabs que els havien precedit, pero aixo és una simple especulacio.

2 El Tractat de geometria i mesurament

Nosaltres, com ja hem indicat, centrarem I'atencié en I'obra geomeétrica Hibbur
ha-mésiha wé-ha-tisboret (Tractat de geometria i mesurament), traduida al llati
per Plato de Tivoli com a Liber embadorum (1145). I ho farem seguint els set
items segiients:

16 [55, p. 102] [Bibliotheque Nationale, Paris, MS. No10.901, Adolf Neubauer, «cat. Bodl. Hebr.
MSS.» No 2.072,2].

17 Per a I’edicio catalana de Millas, [37]. Una analisi es troba a [64].

18 Aquesta obra la va comentar i s’hi va inspirar posteriorment Regiomontanus.
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Abans, pero, volem insistir, d'una banda, en el caracter teoric de 1’obra. De
fet, com queda ben palés en una lectura aplicada del text, molts dels problemes
«practics» que planteja Bar Hiyya son absolutament «teorics», és a dir, son
plantejaments que no es fan necessariament per la seva utilitat real sin6é com
un aprofundiment de les possibilitats dels métodes novells i del potencial amb
qué permeten resoldre de forma acurada qiiestions que, fins aleshores, s’havien
plantejat en el si de la geometria.

I, de I'altra, en la dualitat de I’obra. En el capitol segon, Bar Hiyya, com ja
havien fet els matematics mesopotamics, resol certs problemes geometrics
—aquells que depenen d’allo que estableix el llibre 11 dels Elements d’Euclides—,
pero ho fa amb una eina nova —1'dlgebra. Els problemes que planteja son
concrets, és a dir, s’enuncien amb dades numeériques, a I’estil de la matema-
tica oriental, pero es resolen aplicant les relacions geometriques préviament
establertes, que son genériques.

I, en canvi, el capitol tercer, dedicat a les divisions de les figures geométriques,
és totalment geometric. No hi ha cap intent de reduir la resolucio6 a I’algebra. En
molts casos es recorre a la descomposicié tangram de les figures. I, malgrat
que, en algunes de les primeres divisions, hi ha dades numeriques, la resoluci6
no es basa, com abans, en les relacions geometricoalgebraiques establertes
préviament.!® Tampoc no podem dir que sigui un capitol de caire aplicat,
malgrat que alguns dels resultats puguin ser tutils a la practica.

Reblarem aquesta afirmacié —el caracter teoric del llibre— amb dos exem-
ples concrets, un de cada capitol, a §2.4 i, d'una manera irrefutable, a §2.7.

2.1 Una breu reflexié sobre la introduccio
2.1.1 Ressons de la introducciéo A laintroducci6 de I’'obra llegim:

[...] D’aquests passatges hom desprén que Déu crea el mén amb nombre,
mesura i pes; aixi és que I’home ha de procurar amb totes les seves forces
assemblar-se al seu Creador, i en aixo consisteix la gloria del savi.

[...] Que Déu poderds i temible, sabedor de tot secret, amb el qual roman la llum,
m’ajudi a fi que pugui explicar, segons la Llei i rectitud, el nostre assumpte, car
Ell ensenya la ciéncia a I’home.?0

19 Estem molt lluny encara d’'una geometria cartesiana en la qual els problemes geometrics es
redueixen a I’algebra i eviten els recursos geometrics. Caldra esperar alguns segles encara, pero
aquesta geometria es consolidara gracies a Viéte i, sobretot, a Descartes i Fermat.

20 [5, p. 51 8]. L’emfasi és nostre. Vegeu la nota 12, que ja no tornarem a esmentar.
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Aquestes paraules recorden les del frontispici del papir Rhind (~1800 aC), i
alhora hi contrasten:

Estudi complet i profund de tot el que existeix, penetracié de tots els misteris
[...] de tots els secrets.?!

Ambdoés textos tenen com a objectiu desentrellar «tots els secrets», en el
més antic d’'una manera deslligada dels déus, en el més recent gracies a Ell.22

No és menor aquest parallelisme si tenim present que un dels objectius és
la mesura de la Terra. Savasorda diu:

He vist que la major part dels savis contemporanis de la Terra de Franca no
son instruits en el mesurament de les terres ni experts en llur particié, per tal
com es confonen sovint i divideixen els terrenys entre els hereus consocis amb
inexactitud, amb la qual cosa pequen, segons la pertorbaci6 que causen.?3

Ressonen també aquestes paraules amb I’experiéncia egipcia. Es ben conegut
que, segons Herodot ([48, A.1.2a, p. 271]), la paraula geometria sorgeix a Egipte
dels mesuradors de cordes, funcionaris del faraé que tenien la comesa d’amidar
les terres després de les inundacions per tal que els impostos que havien de
pagar aquells que les conreaven fossin justos (figura 2).24
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FIGURA 2: Pintura sobre estuc de la tomba tebana de Djeserkare-soneb,
del regnat de Tuthmosis 1v (1401 aC - 1391 aC).%5

I, en ambdos textos, s’indica la manera de calcular les arees del triangle,
del quadrilater —rectangle i trapezi— i del cercle. S6n aquests algorismes de

21 [48, p. 12]1[19, p. 122]. L’émfasi és nostre.

22 Bar Hiyya desconeixia el text egipci, perd el parallelisme palesa la unitat del pensament
matematic a través dels segles i per aixo ens ha semblat que valia la pena posar-lo en relleu.
Recordem que, a Lleis, Plato, referint-se a I’aprenentage dels joves egipcis, diu: «<Aquests entre-
teniments els preparen per saber distribuir bé un camp, conduir i posar un exércit en ordre i
administrar adequadament els seus propis assumptes casolans.» ([52, p. 540]).

23 [5, p. 5]

24 [48, p. 381 92]. En contra de I'afirmaci6 de Gillings segons la qual a I'Egipte antic no hi trobem
cap testimoni fefaent de I'existencia dels «mesuradors de cordes» ([28, p. 228]), Ralph Abraham
afirma que en podem veure una illustracio6 a [65, p. 20].

25 Representa els «mesuradors de cordes». Vegeu en linia http://www.ralph-abraham.org/
courses/math181/math181.596/lectures/lecture.3m/rope.html.


http://www.ralph-abraham.org/courses/math181/math181.S96/lectures/lecture.3m/rope.html
http://www.ralph-abraham.org/courses/math181/math181.S96/lectures/lecture.3m/rope.html
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calcul els que justifiquen el caracter aplicat de 'obra, si bé en Bar Hiyya 'analisi
d’aquestes expressions és molt més extensa.

A més, el papir Rhind, a difereéncia del text de Bar Hiyya, planteja i resol,
entre altres qiiestions que no esmentem, I’equacié de primer grau (§2.1.2), una
questio que no trobem al Llibre de geometria. També proporciona, de forma
raonada, un valor aproximat de 1, pero ho fa de manera implicita (§2.1.3). En
canvi, el text de I'autor hebreu en dona un altre, diferent de 1'egipci, pero ho fa
de manera explicita (§2.5.2).

2.1.2 L’algebra del papir Rhind El papir Rhind, aquest document matematic
extraordinari,?® exposa ben clarament qué cal fer per resoldre una equaci6 de
primer grau, és a dir, una equacio del tipus

ax=b, ax+b=c, x+ax=b o x+ax+bx=c?*

I, com és habitual en la matematica oriental, ho fa amb exemples concrets,
si bé els métodes que utilitza son generals i de dues maneres diferenciades:

2.1.2.1 El meétode actual ([48, p. 84-85]) Per tal deresoldreax =boax+b =
¢, I'iinica cosa que cal saber fer és dividir b o ¢ — b per a, respectivament.’® En
el primer cas, x és igual a g i, en el segon, a %.

2.1.2.2 El meétode de falsa posicio ([48, p. 83-84]) Veiem, en concret, el pro-
blema 24 del papir Rhind. A la taula 1, fem una lectura del text del papir i
I'acompanyem d’una formulacié més actual ([48, p. 83]).

Papir Rhind Formulaci6 actual
Una quantitat i una setena part és 19. X + %x =19.
Suposem que la quantitat és 7.29 7+ % 7 =8.

Multipliquem 7 per 19 dividit per 8. 7 X % =133

19 dividit per 8 dona 2 + § + 3.%° P=2+3=24+1+4

Multipliquem 7 per 2 + & + .32 7(2+1+ %)=14 +1 +%
=14+% =16+3
=16+1+3

1 1
Dona 16 + 5 + 3.

Taula 1: El problema 24 del papir Rhind.

26 Es conserva al Museu Britanic i al Museu de Brooklyn.

27 (48, §1.9.1, p. 82-83].

28 Podem afirmar que la divisio és el leitmotiv del papir Rhind i es fa usant fraccions de
numerador 1. Es técnicament més complexa del que podria semblar. Vegeu [48, §1.8.3, p. 50-54
i§1.8.3, p. 54-58].

29 Fixem-nos que amb aquest valor s’obté una suma entera. Es a dir, s’aconsegueix eliminar els
denominadors.

30 Com ja hem dit a la nota 28, la matematica egipcia solament accepta les fraccions unitaries, és
a dir, de numerador 1 i sense repeticions. Pero, en aquest cas, tot és facil, jaque 19 =16 + 2 + 1.
31 Nosaltres acabariem els calculs abans de la darrera igualtat.

32 Es delicat perqué, com déiem, en la matematica egipcia, no podem usar ni % ni g ni %1

ni %. En aquest cas, és facil entendre el resultat egipci. Observem que % = % + % + % =1+ % + é

74 2.1 _ 1 1.1 ¢igai iml+4+41 10,1 1 _ 5 1 1
ig=gt+tgtg=3+z+g-Sielsauntemteniml+5+5+3+3+g5=2+7+3.
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2.1.2.3 Explicacio formalitzada del métode de falsa posicié El métode que
segueix ’escriba —i que retroben en altres papirs— es coneix amb el nom de
metode de falsa posicio. 1, per resoldre 'equacié a x = b, funciona aixi:
Pas 1. Donem a x un valor concret, per exemple, el valor xg.
Pas 2. Aleshores, a xg = bg.
2.1.Si by = b, el problema queda resolt.
2.2.Si by # b, xg no és la soluci6 correcta i cal corregir x a fi d’obtenir
la correcta.
2.2.1. Multipliquem ambdo6s membres per h%.

2.2.2. Obtenim: b = b% X by = b% X (axg) = a(bﬁ0 X X0) = a(b;(’)(o)

2.2.3. Per tant, x = b% x x¢ és la solucié buscada.3?

Com ja hem dit abans, la resolucio de les equacions de primer grau no es
troba a 'obra de Bar Hiyya que estem analitzant, pero, en canvi, la trobem
a l'algebra d’al-Hwarizmi i també a la de Fibonacci, en que trobem els dos
metodes que hem descrit suara.

2.1.3 L’area del cercle en el papir Rhind Els problemes 41 al 43 del papir
Rhind demanen el volum d’un cilindre de diametre de la base d := 9 unitats i
altura h := 10 unitats ([48, p. 99-100] o [19, p. 156-159]).

Els calculs del papir responen a la férmula

8\ 2
V(= Apase X ) = <§) x d? x h.

Es a dir, 'area de la base —que és un cercle de diametre 9 unitats—
val (%)2 x d? = (1@6)2 X 2. Per tant, (%6)2 = 3.1605 és una aproximacié del
nombre que actualment anomenem 77, que millora sensiblement el 3, que és el
valor que normalment s’usava com a aproximacio de .34

FIGURA 3: El problema 48 del papir Rhind i la interpretaci6 moderna. A la figura de la
dreta, 'octagon ocupa 7/9 de I'area total, que és equivalent a 63/81. Com que 63 no és
un quadrat perfecte, I’escriba pren I'aproximaci6 64/81, fet que explica el terme (%)2
que apareix a la formula de I'area.

33 Com veiem, només cal fer tres calculs: multiplicar a per xg, dividir b per b i multiplicar el
resultat per xo. En concret, com hem vist en el problema 24 del papir Rhind, a = 8/7, b = 19,
xo0=71ibg = 8.

34 La determinaci6 del volum d’una pica cilindrica la trobem als textos jueus 1R723-24 i
2P 4 2: «Després féu la gran pica, de bronze fos. Rodona tot al voltant, mesurava deu colzes de
profunditat. Feia trenta colzes de perimetre» ([43, p. 1273 i 1547]). Bar Hiyya esmenta diversos
textos biblics en aquesta mateixa linia i els analitza a [7, §192 i 193, p. 132-133].
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El problema 48 suggereix el cami seguit per I’escriba per determinar I’apro-
ximaci6 anterior. Es, de fet, la primera vegada a la historia escrita de la mate-
matica —que ha perviscut— que es quadra el cercle (figura 3).

2.1.3.1 El calcul de l'area del cercle de diametre 9 del papir Rhind Els
passos que fa I’escriba son:

1. El cercle de diametre 9 colzes I'inscrivim en el quadrat de costat igual al
diametre.

2. Aquest quadrat el dividim en 9 quadrats de 3 colzes de costat cada un.

3. D’aquest quadrat traiem les quatre puntes formades per triangles rectan-
gles isosceles de 3 colzes de costat.

4. Queda un octogon de superficie igual a: Soctogon = 9 X9 — 4 X (% x3x3) =
81 — 18 = 63 colzes?.

5. Aquesta quantitat no és un quadrat perfecte i ’escriba agafa, com a
superficie del cercle de diametre 9 colzes, Scercle = 64 colzes?.

6. El cercle de diametre 9 colzes equival al quadrat de 8 colzes.3>

2.2 Les qiiestions teoriques del Llibre de geometria

Malgrat que, segons diu Savasorda a la introduccio, es tracta d’un text aplicat,
aquesta practica es basa en qiliestions teoriques que cal conéixer bé:

He vist que la ciéncia del nombre i la ciéncia de la mesura segueixen el cami de
referéncia i eren Gtils en moltes arts i que eren d’Us en la practica de la Llei.36

[...] No podras fer aquests calculs, i mesurar un camp i la quantitat dels seus
fruits o el lloguer que correspon als anys restants i veure la proporcié que
guarden els nombres, si no ets périt en la ciéncia del calcul.3”

I, efectivament, el text comenca introduint els conceptes que cal tenir ben
assolits:

Tot autor, en un principi, ha d’explicar les paraules que empra a fi que I'estudiés
les entengui amb el mateix sentit que el primer.38

2.2.1 Les definicions 1 tot seguit dona un grapat de definicions de ter-
mes: angle,3? segments perpendiculars i parallels, diagonal, cercle i circumfe-
rencia, figures poligonals de tres i quatre costats —que classifica—, i ra6 de
nombres, entre d’altres.*°

35 Fixem-nos que, efectivament, fem I'area del cercle equivalent a la d'un quadrat. Hem quadrat
el cercle.

36 [5, p- 3-4].

37 [5, p. 4].

38 [5, §1, p. 4].

39 Malgrat que només usa l’angle recte i, com veurem a §2.6, quan vol dividir la circumferéncia
usa les cordes i els arcs en lloc dels angles centrals.

40 Totes aquestes definicions s’inspiren en els Elements d’Euclides. La referéncia [38] hi remet,
indicant quin és 'element utilitzat en cada cas.
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2.2.2 Les relacions algebraiques Tot seguit, I'autor proporciona relacions
algebraiques que estableix en concret pero que so6n valides en general i que
representa amb figures geometriques (§27 a §32).4!

Les mostracions de la validesa d’aquestes expressions algebraiques es fan,
com en el llibre 11 dels Elements d’Euclides, geomeétricament, pel métode tan-
gram.*?

Les identitats que obté li permeten resoldre les tres menes d’equacions de
segon grau:

x’=ax+b, x°+ax=b i x*>+b=ax

i molts altres problemes geométrics que porten a aquesta mena d’equacions.*3

Paragrafs del Formulaci6 Proposici6 dels
Llibre de geometria algebraica Elements**
§27 (a+b)2=a%+2ab +Db? Eir44s
§28 ab + (%5%)% = (2b)? EIr5
§29 (a+b)b+(%)2= (%+b)2 En 6
§30 (a+Db)?+a’=2a(a+b)+Db? Enn7
§31 a2 + b2 =2 (%) 12 (a - 42)*  En9
§32 (a+x)? + x? =2(%)2+2(%+x)2 Em10

Taula 2: Relacions algebraiques del Llibre de geometria.
Nomeés en reproduirem una que retrobarem més endavant.

§28. En tota recta dividida en dues parts iguals i dues de desiguals, la suma del
producte de les dues parts desiguals més el quadrat de la meitat de la diferéncia
[de les parts] és igual al quadrat de la part igual.

Aixi una recta que tingui 12 colzes si la dividim en dues parts iguals de 6 colzes
i en altres dues de 8 i 4 colzes, tindrem que el producte de 8 per 4 sumat amb
el quadrat de la meitat de la diferéncia entre 8 i 4, o sigui 4, és 36, que és igual
al quadrat de la part igual a 6.%6

41 Es troben recollides algebraicament al proleg del Llibre de geometria [38, p. VII-VIII] i que
recollim a la taula 2 i, com deiem, sén répliques dels primers teoremes del llibre 11 dels Elements
d’Euclides.

42 Es a dir, constatant que dues superficies rectangulars sén equivalents perqué es componen
de peces diferents pero equivalents. Vegeu [48, p. 212-214] i [50, p. 9].

43 En concret, resol les equacions concretes x2 —4x =21, x2 +4x = 771 x2 —4x = 3 ([5, §47,
§48 i §49, p. 36-39)).

44 [50, taula 1.4, p. 33].

45 Usem el simbol EM#©, on M € {1, 11, ..., XII, XIII} i n € N per referir-nos a la proposicié n del
llibre M dels Elements d’Euclides.

46 Com es pot veure a la figura geomeétrica de Savasorda (figura 4), aquesta igualtat és valida. Su-

posem que una longitud ¢ satisfa:  =a + b = g + g, amb b < a. Aleshores (segons I'item segon
de la taula 2) ab + (“%b)2 = (”‘T“’)2 = (g)z. La igualtat és immediata si tenim en compte l'item
primer, (a = b)? = a® + b2 + 2 (a x b).
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2.2.2.1 Analisi geométrica Heus aci la demostracio (figura 4):47
Sigui la recta AB (de 12 col- B , A

zes). Dividim-la en el punt T en El T (B) l
dues parts iguals (de 6 colzes) i | : |
després dividim-la en E en dues ! | w

. . UL,IJ;,,,Q@,,,,\Z
parts desiguals AE i EB (de ma- w ! ;
nera que el segment AE faci I b sy }C

8 colzes i EB en faci 4). Des del
punt E tracem una recta igual
a EB, o sigui larecta EU, i qua-
drarem?® el segment major pel
menor i obtindrem el rectangle 1 AEU Z; després quadrarem la diferéncia en-
tre el segment major i la diferéncia entre el segment major i la meitat, o sigui el
segment TE,*%i obtindrem el quadrat JHUID, i aquests dos quadrats sumats
son iguals al quadratJATDC, que és igual al 6 per 6, puix que si restem a la
suma anterior el quadrat (0 ATH Z en resultara el quadrilater CJTEID, el qual
és igual al (1 ZHDC, segons es desprén de les figures.>?

El rectangle CJ AEU Z equival al gnomon =1 ATH(Q)(S)CA, ates que el rec-
tangle CJTEUH ésigual alC1Z(Q)(S)C. Aleshores, el quadrat de costat AT
satisfa la igualtat

Rectangle AEUZ + Quadrat HDIU = Quadrat ATDC.

FIGURA 4: Figura tangram de Savasorda.

OATDC ="1ATH(Q)(S)CA +0O(Q)HD(S)

=[1JAEUZ +OHUID. 1)

Fixem-nos que, per coneéixer AE i EB, en tenim prou de coneixer UH ja que

AE=AT+UH 1 EB=BT-UH.

2.2.2.2 Sintesi algebraica Si coneixem, doncs, el segment AB i I'area del
rectangle T 1 AEU Z que les parts desiguals determinen, el problema esta resolt
ates que la igualtat anterior ens permet conéixer JHUID i, de retruc, el seu
costat UH.

Per veure formalment la igualtat (1), fem AT = TB = g, AEXEB =Db,BE =y
i AE = x. Resulta que UH = 5% i, per tant,

2\° x —y)\? x —y\?
[JATDC = > :xxy+(T) =b+< 5 )

47 Aqui no cal conéixer els valors dels segments perque la demostracio —de fet, és una simple
mostracié— és geometrica per tangram.

48 Bar Hiyya usa el terme quadrar per indicar la determinacié d’'una area rectangular que pot
ser quadrada, i el terme quadrat per designar quadrats i rectangles. Aixo fa que el text sigui un
pél confus.

49 El punt T divideix el segment AB per la meitat.

50 [5, §28, p. 18-19]. Hem afegit el segment (R)(S) per fer més entenedora la figura de Bar
Hiyya. Ho hem fet de manera que (R)A és igual a la part BE. Es clar, doncs, que ET = T(R) és
igual a la meitat de E(R).
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De retruc,

Per tant,

Hem obtingut ’expressio6 algebraica dels valors x i v que resolen el proble-
ma algebraicogeometric x + y = fix Xy = b.

2.2.3 Dues aplicacions concretes del cas exposat Vegem ara dues aplica-
cions concretes que, si bé per '’enunciat podrien semblar diferents, sén la
mateixa.

8§49 E) Qiiestio tercera. Quin és el quadrat que restant la seva area a la longitud
dels seus quatre costats dona tres?

Es tracta de resoldre 4 y — 2 = 3, que podem plantejar, en general, £ y —
2 _
ye=hb.

Resolucié Fixem-nos que la B — A
quantitat £ y —y? —que depén |
de la dada ¥, que és la lon- L
gitud de AB i de la quanti- ) U‘L,H},,L@,,J}z
tat desconeguda y, que és la i |
de BE = EU (figura 5)— és :
larea del rectangle (| AEUZ’SI Rectangle AB(P)Z—Quadrat B(P)UE = Rectangle EUZA.
que equival a I'area del gnomon
=] ATH(Q)(S)C = OATDC -
OHD(S)(Q),>2 que és donada i val b.

Per tant, aplicant la regla practica, resulta que el quadrat O HUID és cone-
gut i, de retruc, també ho és UH, perque coneixem l'area de ATDC i la del
gnomon.>3

I d’aci tenim el valor de y, com hem vist a (2).

Aix0 és el que fa Bar Hiyya en el cas concret, 4y — y%> = 3,enqueé £ = 4
i b = 3. La meitat de 4 és 2, al quadrat és 4, menys 3 és 1, que és I'area del

[ 4D (8 a

FIGURA 5: La figura de £y — y? = b.

51 Obviament, 1y — y2 = AB x B(P) — BE?, que és el rectangle __JAEUZ.

52b := [JAEUZ equival al = ATH(Q)(S)C, que, al seu torn, equival a [JATDC —
LOHD(S)(Q).JATDC := (F) és conegut. De retruc, (1HD(S)(Q) també.

53 b = (£)? -~ UH2. 0 sigui, UH? = (£)* - b.
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quadrat buscat. Per tant, el costat és 1.1 aleshores,x =2+1=3iy=2-1=1
([5, §28, p. 38-39]).

§52 C) En un rectangle ’area del qual és de 48 colzes i la suma de les seves
mides és 14, quant fan aquestes?

Aquest és, precisament, el problema que resol la regla practica amb £ = 14
ib =48>

Fem el quadrat de 7 —la meitat de 14—, que és 49. Li sostraiem 48. Dona 1,
I'arrel quadrada del qual és 1. Les mides sén, doncs,8=7+1i6 =7 -1 ([5,
§28, p. 42-43)).

2.2.4 Antecedents d’aquesta mena de problemes Aquesta classe de pro-
blemes, que menen a la resolucié d’'una equaci6 de segon grau, ja I’havien resolt
els matematics mesopotamics®® i ho havien = —— -

fet d'una manera analoga a la que empra Bar
Hiyya. Es a dir, usant tangram. Inicialment
s’havien plantejat el problema geometric:

Dividir un segment donat en dues parts de
manera que l'area del rectangle que deter-
minen és donada.”®

Com acabem de veure, és el problema de
Bar Hiyya §52 C).>’

Aquest problema el trobem implicita-
ment al llibre 11 dels Elements d’Euclides,>8
pero en la mentalitat de la geometria grega:

Donat un segment AB i l'area d'un qua-
drat de costat MN, és possible determinar el
punt E que divideix el segment AB de mane-
ra que el rectangle que les dues parts formen
tingui una area equivalent a la del quadrat
donat.>® FIGURA 6: La tauleta BM 13.901.

En el context grec, I'expressio és possible determinar implica que la cons-
truccio es pot fer amb regle i compas ([50, p. 9-10]).
La solucio, forca simple, és la que mostra la figura 7.

54 x +y =14 és AB o sigui £ i x X v = 48 és el rectangle AE X EB que és el rectangle ] AEUZ.
55 Per exemple, a la tauleta BM 13.901 (figura 6), conservada al Museu Britanic, hi ha 24 pro-
blemes que porten a la resolucié d’equacions de segon grau. Per a una descripcié en termes
algebraics, [48, p. 193].

56 [48, §2.7.6, p. 204-206 i §2.7.8, p. 212-214].

57 De fet, el problema que demana trobar les parts x i y que satisfan x + y = fixy = b
porta a resoldre I'equaci6 de segon grau £ x — x2 = b. ], reciprocament, les solucions x i y de
I'equaci6 £ x — x2 = b satisfan, segons les identitats de Cardano-Viete, x + y = £ixy = b.

58 Nota 44 (p. 120).

59 [50, En1 5, p. 34 i p. 162-164, i la nota 556, p. 164. I també Evi27, p. 56-57 i 340-341, i la
nota 939, p. 341].
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Dimidiem el segment AB. Es pot fer amb regle i compas [E1 10]. Obtenim el
punt T.

Sobre AT fem un quadrat. Es pot fer amb regle i compas [E146]. Obtenim el
quadradet O TDCA.

Sobre el segment TD, a partir de T portem un segment igual a MN. Es pot
fer amb regle i compas [E1 2]. Obtenim un punt P.

Amb centre P i radi (
igual a AT tirem una cir- 7TA=T7B= 5 i MN éstal que MN?=1b.
cumferéncia [P 3] que talla Pel teorema de Pitagores,
el segment AB pel punt E. ) ) (.

Aquest és el punt bus- T(R)* = T = PE* — MN* = (5)" ~b.
cat.50

La construcci6 mos-
tra ben clar que el seg- B
ment MN ha de ser més Per tant,
curt que el segment AT, o ¢
bé que el quadrat O TDCA
ha de ser més gran que el )
quadrat de costat MN. Es
a dir, les magnituds han de
satisfer un diorisma.b!

M N e
B T " (R)

FIGURA 7: Resoluci6 grega del problema.

2.2.5 Parlem del diorisma Bar Hiyya és ben conscient de la necessitat que
es compleixi aquest diorisma. Diu:

Sapigues que si hom et proposa un enunciat, en el qual I’area superi el quadrat
de la meitat dels costats, és un enunciat fals. Es a dir, si hom diu: «Un rectangle
I’area del qual és 48 i la suma dels costats és 13», sapigues que és fals, i no has
d’esforcar-t’hi, puix que la meitat dels costats és 6 i mig, i el seu quadrat 42 i
quart és major que ’area.5?

Malgrat que Bar Hiyya diu «no has d’esforcar-t’hi», Cardano, uns quans
segles després, a Ars magna (1545), planteja dos problemes ben semblants.

Dividir un segment de 10 colzes en dues parts de manera que 'area del rectangle
que formen és 20 o bé és 40.

El primer problema dona les parts
x=5+5 i y=5-45.

Es clar que son les solucions correctes, com podem comprovar calculant
x+y=(5++5) +(5-+5) = 10.
xy = (5++5) x (5-+/5) =25-5 = 20.

60 Per fer-ho, cal usar [50, E110, p. 101-192, E146, p. 146-148, E12, p. 89-90,i P 3, p. 82].

61 En la terminologia heretada dels geometres grecs, un diorisma és una condicié necessaria
perqueé el problema que es planteja tingui solucio ([49, p. 271-273] i [50, p. 11-12]).

62 [5, §28, p. 42-43]. Es basa, com hem vist, en §28.
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Podem fer el mateix amb 1’altre cas i obtindrem:
x=5++v-15 i y=5-+-15.
Aleshores diu:

Obviant les tortures mentals, multipliquem 5 + /=15 i 5 — +/—15. Obtenim
25 — (=15) = 40.93

Toca amb el capciré dels dits els «<nombres complexos», pero se li esca-
pen. Afirma:

El punt final dels resultats aritmeétics és tan subtil com inutil .64

La ra6 d’aquesta afirmaci6 és deguda a la situaci6 segiient: quin sentit té
acceptar una solucié numeérica® d’un problema que geométricament no té sen-
tit?

De fet, no es podia anar més lluny sense analitzar la resoluci6é de les
equacions cubiques.¢

2.2.6 Alguns teoremes i les seves demostracions L’obra de Bar Hiyya
conté alguns teoremes forca rellevants dels Elements, molts d’ells, pero, sense
demostracio.

En recollim alguns indicant si van acompanyats de demostracié o no.

Els del llibre 11, que ja hem esmentat, els enuncia i en fa una mostracio
numerica com a §28, que hem reproduit a la pagina 121. No s6n auténtiques
demostracions.

A 8§33 Bar Hiyya enuncia i demostra la propietat de la poténcia d’'un punt
intern d'un cercle. En fa una demostracié molt curiosa, diferent de la d’Euclides,
pero correcta.%”

A §35 proporciona I'’enunciat del teorema de Tales en la forma: «Els triangles
semblants tenen els costats corresponents proporcionals». No el demostra.5®

De §36 a §41 aplega els resultats que son la base de 1'is del tangram amb
un eshos de demostracio.5?

A 8§46 dona la demostraci6é del teorema de Pitagores per tangram seguint
Er47, pero 'enuncia en els termes segiients:

Com podem determinar la diagonal d’un rectangle de costats coneguts?

A §50 en fa una aplicacié concreta, quan els costats tenen 8 i 6 colzes.”?

63 [61, p. 67-69].

64 [61, p. 67-69]. L’émfasi és nostre.

65 Cardano disposa ja d'una nomenclatura algebraica més agil que I’estrictament basada en la
descripcié amb paraules.

66 Aix0 és el que faria Bombelli.

67 [5, §28, p. 23-25]. Correspon a Er111 35 ([50, p. 232-233]).

68 [5, §33, p. 26]. Correspon a Evi, 4 ([50, p. 303]).

69 [5, §36 a §41, p. 27-30]. Corresponen a E1, 35 a 38 ([50, p. 134-141, i la nota 460]).

70 [5, §46 i1 §50, p. 34-36 i 39-41]. Corresponen a E147 ([50, p. 149-151]).
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En el cas dels triangles obtusangles dona el teorema de Pitagores generalit-
zat sense demostraci6.”! De fet, és un «element» de la determinacié de 1’altura
del triangle.”?

Per acabar, proporciona la formula d’'Her6 per determinar 1’'area S d'un
triangle del qual es coneixen els costats a, b, c, en la forma

S =

\/a+lo+cx—a+b+cxa—b+cxa+lo—c
2 2 2 2 )

L’aplica a un cas concret i diu:

Aquest calcul es basa en la Geometria, la qual en dona una demostracié que no
podem ni hem d’exposar aci, ja que has vist que el resultat del calcul és cert.”3

Aquest resultat no es troba, pero, als Elements d’Euclides i rep el nom de for-
mula d’Hero, perque Her0 el demostra a la Métrica. Tanmateix, els matematics
arabs l'atribueixen a Arquimedes ([52, p. 167-168]).

2.3 Les taules de dependeéncies i d’influéncies

Recollim breument en quins autors i obres s’inspira Bar Hiyya i en quins va
influir.

2.3.1 Euclides i el Llibre de geometria Al Llibre de geometria Bar Hiyya fa
referéncia a Euclides en algunes ocasions, pero, molt més importants encara,
en els capitols 11 11 s’inspira en els Elements,”* com palesa la taula segiient:

Elements Definicions Proposicions
Llibre 1 1,2,4,5,6,7,8,10,11,12
15, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27,

28, 29, 30, 31, 32, 33, 34 33, 34,35, 36 37, 38, 41, 47
Llibre 11 1 2,4,5,6,7,9,10
Llibre 111 35
Llibre v 3
Llibre v1 1,2,4,18

Llibre vit 1,2 15,16, 18,19
Llibrex1 1,2

Taula 3: La influéncia de I'obra d’Euclides en el Llibre de geometria.

71 [5, §69, p. 57-58]. Corresponen a Er112 ([50, p. 149-151]).

72 En el cas del triangle acutangle també usa aquesta propietat adaptada pero de forma implicita
([5, §64a, p. 53-54, en particular, p. 54]). Es corresponen amb E1112 i Eir 13 ([50, p. 177-179]).
73 [5, §73, p. 59-60].

74 Algunes definicions i enunciats dels teoremes sén idéntics; d’altres estan lleugerament
modificats. A I'excellent edici6 catalana [38] s’anoten tots.
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I, al llibre 111, recull alguns dels problemes de divisions d’Euclides,”> com
palesa la taula segtient:

Euclides  Bar Hiyya’® Euclides Bar Hiyya
o §138, p. 138
Divisio 1 130, p. 96-97 Divisio 16
visio 1 5130, p tvist SL§139, p. 138-139
Divisio 2 5129, p. 96 Divisio 15  §145, p. 109
§131a, p. 98-99
Divisio 3 §132, p. 9677 Divisi6 28  §149, p. 110-111

Divisio 6 §135a, p. 102-103 | Divisio 29, §150, p. 111

Taula 4: Divisio de figures.

2.3.2 Al-Hwarizmi i el Llibre de geometria 1’obra de Savasorda iles seves
traduccions posen de manifest que la influéncia la va rebre del mén mu-
sulma. Recordem que I'any en que Platé de Tivoli traduia el Hibbiir de Bar
Hiyya, Robert de Chester ho feia amb I'Hissab al’jabr wa-l-muqa-bala, [1], d’al-
Hwarizmi.”® Hi llegim:

[...] Alld que és facil i més Gtil en aritmeética, de manera que les persones
ho requereixen constantment en casos d’heréncia, llegats, particions, judicis i
comerg, i en tots els seus tractes amb els altres, o quan es tracta de la mesura de
les terres, excavacié de canals, calculs geometrics, i altres objectes de diverses
classes i tipus.”®

Aquest és el tractat d’algebra damunt el qual es va bastir I’algebra islamica8®
il’europea fins a meitat del segle XVIiI.

En aquesta exposicié usem la paraula dlgebra en el sentit de I'obra d’al-
Hwarizmi, és a dir, com un calcul o una algorismica. Indiquem que, de fet,
I’algebra s’inicia amb la resoluci6 de les equacions de segon grau, amb I’aparicié
de radicals en I’ambit aritmeétic i del compas en el geometric, com hem indicat
a §2.2.4. De fet, les equacions de primer grau, com hem vist a §2.1.2, equivalen a
la regla de tres, que, al seu torn, ho so6n a la proporcionalitat. De manera analoga,
§2.2.2, que hem etiquetat com a «Les relacions algebraiques», conté relacions

75 Adoptem el recull de Woepcke que es troba a [4, p. 30-77], i la paginaci6 corresponent. Val a
dir que, com veiem a [38], el recull d’Ofterdinger, [47], és molt més acurat, pero no hem pogut
consultar-lo.

76 La paginaci6 correspon a [38].

77 Son problemes que demanen dividir el triangle en tres parts iguals, pero el d’Euclides ho
fa generalitzant la divisio 1, és a dir, amb rectes paralleles a la base; en canvi, Bar Hiyya ho fa
determinant el baricentre. No és, doncs, una copia del d’Euclides.

78 Recordem que els termes al-jabr i wa-I-muqa-bala signifiquen, respectivament, ‘restauraci6’ i
‘reducci®’. Es a dir, la traduccié catalana del titol del tractat d’al-Hwarizmi és Llibre condensat del
calcul per restauracio i reduccio.

79 [56, p. 2]. Compareu aquest text amb el de Bar Hiyya (p. 116).

80 S’estableixen els algorismes de resolucio dels tres tipus d’equacions de segon grau.
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numeriques en les quals intervenen quadrats que, en I’ambit de la geometria,
corresponen a arees.

Pero el primer autor que la transmet, en hebreu primer i en llati després a
través de la traduccio de Plato de Tivoli, és Bar Hiyya.

Al-Hwarizmi també va aportar 1'escriptura numerica posicional que havien
adoptat els matematics indis ([2]). Pero Bar Hiyya, pel que sabem, no es va
preocupar d’aportar aquesta nova técnica numerica. Ben al contrari. Diu:

Respecte a la ciencia dels nombres (Aritmética), malgrat la seva gran utilitat
per les coses del mon i de la Llei, com que no és dificil, i la majoria de la gent
I’entén poc o molt, no ha calgut que hom n’escrivis un llibre en llengua santa;
en canvi, la ciéncia de la mesura (Geometria) és tan util com I’Aritmeética, pero
és dificil i inassequible per a la majoria de la gent, i per aix0 cal explicar-la i
posar-la a I’abast. Es indispensable per al mesurament de les terres, per a la
particié entre els hereus i consocis, de manera que hom no pot portar a cap
aquests afers sin6 basant-se en aquesta ciéncia.®!

Aquesta afirmacio solament és certa si els nombres que es manegen son
petits. Pero, si els volem més grans, 1'as de I'escriptura numerica alfabética,
com la fenicia, la copta, la grega, la jueva, etc., no és gaire util i dificilment
manejable. Al llibre de Bar Hiyya, els nombres son sempre molt petits.

2.3.3 El Llibre de geometria i Leonardo da Pisa El segle XIII és el segle
en el qual els diversos estats de ’Europa territorial —I’Europa postromana—
aconsegueixen estabilitzar-se politicament i inicien un renaixement intellectual
i cultural fruit d'un doble vessant: el grec i 'arab. Es el segle de prohoms que
inicien el canvi de rumb del pensament occidental: Dant, Llull, Tomas d’Aquino,
Bocaccio i Petrarca, entre altres. I també de Leonardo da Pisa, conegut com
a Fibonacci, que publicaria obres de matematiques d'una gran rellevancia
que donaven a coneéixer el sistema de numeraci6é indoarabiga que els arabs
havien adaptat de I'indi, i ’algebra, totalment de rel arabiga. Aquesta heréncia
—Il’aritmetica i I'algebraica basada en la geometria— la recull el pisa en dues
obres, Liber abaci i La practica geometrice.8?

El primer llibre es considera I'inici de la matematica occidental llatina. Mal-
grat que, com a fill del comerciant de Pisa Bonacci, Leonardo I'havia pensat com
una eina util per als comerciants, el text era massa extens per a I’época i no va
tenir la difusié que hauria hagut de tenir. A més, estava escrit en llati, una llen-
gua que coneixien els clergues i els erudits, pero no pas els comerciants. Caldria
esperar a mitjan segle xv I'aparicioé de les aritmétiques comercials adrecades
als comerciants i, per aquesta rao, eren escrites en la llengua vernacla de cada
regio. En el cas de Catalunya s’ha conservat L’arismetica de Santcliment.’3

81 [5, p. 5]. Vegeu l'observaci6 de la p. xxi11 de la introducci6.

82 Les recull Boncompagni a [21] i [22].

83 D’aquest text se’n conserva un incunable a la Biblioteca Nacional de Catalunya: sala de
reserva ([58, 9-v-20]).
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En canvi, La practica geometrice troba la seva inspiracio en el text de Bar
Hiyya, com posa de manifest Curtze tant a la introduccié com al llarg de
I'obra.84

Aquesta afirmaci6é es fonamenta en tres fets:8> 'estructura del llibre, la
dualitat algebra/divisions i els problemes concrets que proposa.

2.3.3.1 L’estructura del llibre de Bar Hiyya El capitol 11 de I'obra de Bar
Hiyya —«Del mesurament de les terres»— s’estructura en cinc parts:86

Part primera (del paragraf §43 al §57), «<Del mesurament dels quadrilaters que
tenen llurs costats iguals i dels que tenen llurs angles iguals»:

— El quadrat.8”

— Qiiestions relatives al rectangle.88

— Qiiestions relatives al rombe.89
Part segona (del paragraf §58 al §73), «<De la mesura dels triangles»:

A) Triangles equilaters.

B) Triangles isosceles.

C) Triangles escalens.

D) Triangles rectangles.

E) Triangles obtusangles.%0
Part tercera (del paragraf §74 al §94a), «<Del mesurament dels quadrilaters els
costats dels quals no son tots iguals ni els angles no son tots rectes»:

— Classe primera.®!

— Classe segona.??

Part quarta (del paragraf §95 al §123), «Explicacio de la mesura dels terrenys
de forma circular completa, o semicircular, o més o menys semicircular».%?

Part cinquena (del paragraf §124 al §128), «<Del mesurament de les figures que
excedeixen els quatre costats».?*

84 [20]. No cal dir que I'acurada edici6 catalana [38] ho anota.

85 Hem de tenir present, no obstant aixo, que els separa un segle: Hibbur ha-mésihd wé-ha-
tiShoret (1117) i De practica geometrice (1220).

86 Com ja hem indicat, és un llibre algebraic.

87 Hi analitza cinc problemes i el teorema de Pitagores. Hi trobem les tres equacions de segon
grau: x2 —4x =21, x2 +4x =77 i4x — x% = 3§47, §48 i §49].

88 Hi analitza cinc problemes i novament el teorema de Pitagores.

89 No hi dona una entrada especifica, pero hi analitza tres problemes.

90 Hi tracta també I'acutangle i és on proporciona la formula d’Her6.

91 Engloba quatre formes diferenciades, A), B), C)i D). Les dues darreres formes les especifica
amb un titol.

92 Tracta d’'un quadrilater geneéric dels quals «no es pot trobar la seva area siné mitjancant els
triangles en que el descomponemy».

93 Consta de dos apartats, pero el podriem classificar en quatre perque és on introdueix I'estudi
de les cordes i de les sagetes i la taula d’arcs i cordes.

94 En aquesta part estudia dos exemples de terrenys inclinats, I'un recte i I’altre circular.
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El capitol 111 (del paragraf §129 al §151) —«Sobre I'explicaci6é del que es refereix
a la divisio de les arees»?> consta de les parts segiients:

— Procediments per dividir els quadrilaters.?°
— Divisi6 dels quadrilaters en dues parts.%”
— Divisi6 dels quadrilaters en tres parts.?8

— Divisio dels quadrilaters en quatre parts.??

El capitol 1v (del paragraf §152 al §179)—«Del mesurament dels cossos».100

2.3.3.2 L’estructura del llibre de Leonardo da Pisa 19!

Capitol 1 «Mesurament d’arees de camps rectangulars».

1.1 Area de quadrats.
1.2 Area de rectangles.

Capitol 3 «Mesurament de tota mena de camps».

3.1 Mesurament de triangles.!0?

3.2 Mesurament de quadrilaters.103

3.3 Mesurament del cercle i les seves parts.

3.4 Mesurament de camps sobre una muntanya.

Capitol 4 «Divisi6 de camps entre diversos propietaris».

4.1 De multiples costats.
4.2 De cercles.

Capitol 6 «<Determinacio de les dimensions dels cossos».

6.1 Definicions.
6.2 Piramides i cons.
6.3 Esferes.

95 Com ja hem indicat, és un llibre geomeétric.

96 Consta de sis parts.

97 Consta de tres parts.

98 Consta de dues parts.

99 Consta de tres parts i la tercera es refereix a quadrilaters amb costats corbats.

100 Consta de tres classes. D’aquesta part, n’ometrem 1’analisi comparativa.

101 Aquesta sintesi, molt breu, es basa en la «Taula de continguts» de [31]. Els capitols 2 i 5 fan
referéncia als calculs d’arrels quadrades i cubiques, dues qiiestions que no apareixen a 1’obra de
Savasorda.

102 Hi ha el teorema de Pitagores, els triangles rectangles, acuntangles i obtusangles, i la formula
d’Hero.

103 Presenta tots els casos: quadrats, rectangles, trapezis, rombes, romboides. En aquest paragraf
proporciona la resolucié de les tres equacions de segon grau: (91) x2 —4x = 77,(93) 4 x —x2 = 3,
(94) 12 x = x?% +27.
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Llibre de La practica Llibre de La practica

geometria geometrice geometria geometrice

§43, p. 32-33 1(1), p. 14 §80, p. 63-64 3(172), p. 411
§44, p. 35 1(2), p. 14-15 §81, p. 64 3(177), p. 144
8§45, p. 35 3(148), p. 131-132 §82, p. 64-65 3(177), p. 144
§46 A), p. 34 3(86), p. 108 §83, p. 64 3(177), p. 144
§46 B), p. 35-36 3(88), p. 109 §83, p. 54 3(177), p. 144

§47 C), p. 36-37 3(91), p. 110-111 §84, p. 65-66  3(175), p. 143
§48 D), p. 37-38 3(89-90), p. 109-110 §85, p. 66-67  3(172), p. 141-142

§49 E), p. 38-39  3(93-94), p. 111-112 §86, p. 67 3(174), p. 142
§50 A), p. 38-40 3(107), p. 116 S87,p.67-68  3(172), p. 141
§51 B), p. 41-42 3(110), p. 118 §88, p. 68 3(176), p. 143
§52 C), p. 42-43 3(108.1), p. 116-117 §89, p. 68 3(176), p. 143
§53 D), p. 43-44 3(113), p. 119 §90, p. 68 3(180), p. 145-146
§54 E), p. 44-45 3(111), p. 118 §91, p. 69 3(180), p. 145-146
§55 A), p. 45-46 3(148), p. 131-132  §92, p. 69 3(180), p. 145-146
§56, p. 46 3(148), p. 131-132  §93,p.69-70  3(181), p. 146
§57,p. 46-47  3(148),p. 131-132  §93a, p. 70 3(181), p. 146
§58, p. 47-48  3(16), p. 72 §94, p. 70-71  3(183), p. 147-148
§58a), p. 48 3(16114),p. 71172 §94a, p. 71 3(181), p. 147-148
§59, p. 49 3(17), p. 72 §95,p. 71-72  3(188), p. 151
§60, p. 49-50  3(20), p. 74-75 §95,p. 71-72  3(191), p. 152-153
§61, p. 40-51  3(16), p. 72 §96, p. 73-74  3(192), p. 153-154
§64, p. 52-54  3(18), p. 73 §97, p. 74-75  3(192), p. 153-154
§64a, p. 54-55  3(19), p. 74 §99, p. 75 3(190), p. 152
§67,p.52-54  3(7),p. 68 §101, p. 76 3(190), p. 153-154
§67a, p. 54-55  3(7), p. 69 §103, p. 77 3(221), p. 163-164
§68,p.52-54  3(9), p. 69-70 §108, p. 79 3(222), p. 164
§684a, p. 54-55  3(27), p. 78 §108, p. 79 3(222), p. 164
§70,p. 57-58  3(27),p. 78 §108, p. 79 3(223), p. 165
§70a, p. 57-58  3(30), p. 80 §111, p. 80 3(224), p. 165
§73,p.59-60  3(31), p. 80-81 §113,p. 81-83  7(211-219), p. 354-355104
§74,p. 60-61  3(165), p. 137-138  §125, p. 88-89  3(184), p. 148-149
§76,p. 61-62  3(169), p. 139 §125a, p. 88-89 3(184), p. 148-149
§78,p. 62-63  3(170), p. 140 §127,p.91-93  3(243), p. 176
§79, p. 63 3(171), p. 140-141  §128, p. 93-95 3(245), p. 178

TAULA 5: La influéncia del Llibre de geometria en La practica geometrice.

Amb aquesta exposicié queda palesa la dualitat que ja hem comentat abans
i que consisteix a tractar en el mateix text problemes que es resolen algebraica-
ment i uns altres geometricament.

I, finalment, la presentacio detallada dels problemes té molt en comu i, fins
i tot, alguns es concreten amb les mateixes dades.!0>

104 Tots dos donen una taula d’arcs i cordes, pero la metodologia del comput difereix. Fibonacci
recorre a la taula de cordes de Ptolemeu pero Bar Hiyya, no.

105 Val a dir que, en molts d’ells, es recorre al teorema de Pitagores i s'usen els de costats 3, 4
i 5, o multiples i els de costats 5, 1211 13.
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Pel que fa als algebraics, vegeu la taula 5.196

Quant a la divisio de figures, recordem la relacié d’Archibald de les divisions
a les obres d’Euclides i de Leonardo ([4, p. 13]). Les divisions de I'obra de
Leonardo les donarem d’acord amb la numeraci6é de Favaro ([26]) i la pagina-
ci6 de Boncompagni ([15]) i també d’acord amb la numeracio6 i paginaci6 de
Hughes ([31]).

Euclides Leonardo Euclides Leonardo
Div. 1 5,p-119 \ 7,p-19 Div. 2 14, p. 122 \ 12, p. 204
1,p. 110 \ 2,p. 188

Div. 3 2111 | 1p. 186 Div. 4 23,p.125 | 24,p. 211

Div. 5 33,p. 134 ‘ 34, p. 225 Div. 6 16, p. 123 ‘ 16, p. 206
. . 27,p. 128 | 27, p. 215

Div. 7 20, p. 124 \ 21, p. 209 Div. 8 {28, p. 128 | 27.p. 215
_ 30, p. 133 | 32, p. 223 _

Div. 9 {31’ p.133 | 32, p. 223 Div. 10 18, p. 124 | 19, p. 208

Div. 11 — — Div. 12 28, p. 129 | 29, p. 217

Div. 13 33, p. 134 — Div. 14 36, p. 138 | 37, p. 231

Div. 15 40,p.140 | 40,p.235 || Div.16  37,p.138 | 37, p. 232
Div. 17 39,p.140 | 41,p. 235 Div. 18 S

Div. 19 3,p.115 | 3,p.192 Div. 20 10, p. 121 | 10, p. 202
Div. 21 — — Div. 22 — —
Div. 23 — — Div. 24 — —
Div. 25 — — Div. 26 4,p.116 | 4,p.195
Div. 27 11, p. 121 | 11, p. 202 Div. 28 57,p. 148 | 60, p. 252
Div. 29 51, p. 146 | 54, p. 219 Div. 30 — —
Div. 31 — — Div. 32 29, p. 131 | 31, p. 221
Div. 33 35,p. 137 | 32, p. 223 Div. 34 40, p. 140 | 42, p. 237
Div. 35 — — Div. 36 — | -

TAULA 6: Les divisions d’Euclides en 'obra de Leonardo.

Com podem veure, comparant aquesta taula amb la taula 4, el matematic de
Pisa s’ajusta molt més a divisions d’Euclides que no pas I'’erudit de Barcelona.

2.4 La dualitat de I'obra geométrica

Per tal de veure fins a quin punt el text no és només un llibre de geometria
aplicada, és a dir, d’utilitat practica, sembla adequat i necessari analitzar-ne
dos problemes, un d’algebraic i un de geometric.

106 Usem els capitols de I’edicié anglesa de I’obra de Fibonacci [31], més abastable, i aixi 1[1]
significa [1] del capitol 1 i 3[148], [148] del 3. Aquesta obra, tanmateix, recull, molt acuradament,
les referencies en altres edicions.



Lectura metodologica i historica de la geometria de Savasorda 133

2.4.1 Un problema geomeétric resolt algebraicament Analitzem el proble-
ma concret:

§63. Si es diu: El costat igual d'un triangle isosceles fa 15 i I’'area 108, quina
sera la longitud de la base i de I’altura?

[1.] Dobla I'area. Tindras 216.
[2.] Resta-ho del quadrat del costat, o sigui 225, i tindras de resta 9.

[3.] L’arrel quadrada és 3, que és la diferéncia entre I'altura i la meitat de la
base.

[4.] Pren la meitat de 3.

[5.] Eleva-ho al quadrati sera 2 i i.

[6.] Suma-ho al’areai tindras 110 i %.

[7.] L’arrel quadrada del qual és 10 i %

[8.] Si hi sumes la meitat de la diferéncia 3, tindras 12, que n’és I'altura.

[9.] 1, si ho restes, tindras la meitat de base ([5, §63, p. 51]).

Com podem veure, Bar Hiyya «procedeix» perd no explica per qué s’ha
de procedir aixi i no d’'una altra manera. Tanmateix, conclou el text amb les
paraules:

Aquests principis deriven dels del rectangle que ja coneixem.!0”

Usem termes algebraics per veure que efectivament és un procediment
correcte.

— Tenim un triangle isosceles A ABC.
— En coneixem l'area S i el costat a.

— Volem saber quant valen la base i I'altura, que anomenem b i h.
Sabem que
S =1%bxh,€08
a2 = (%)2 4 K2.109

Ara operem seguint fil per randa els passos de Bar Hiyya i obtenim:

107 [5, p. 52].
108 [5, §64, p. 52]. Aplica la formula que determina I’area d'un triangle del qual coneixem la
base i I’altura ([5, §58, p. 47]).

109 Teorema de Pitagores a [5, §61, p. 50]. De fet, Bar Hiyya diu: h? = a2 — (%)2.
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Simbols actuals Calculs de Bar Hiyya

1 2S=bxh 2x 108 =216
by2 2 _

2 at-25-1® +h2 boxhing 225 -216 = 9
= (h-3)

3 Vaz-25=h-?% J9=3

1 h b 1 1

4 3 aZ—ZSzé—Z 3 9=1+§

5 (h-1by (1+3)2=2+1

6 S+ (-2 =(hib)am 108 +2+1=110+1

7 \/S+(%—§)2:%+% J110+ 5 =10+ 3

8 B+ +(2-Y(=h (10+3)+ (1+3%) =12

9 (b+h-(d-HI=Y 10+ -(1+3) = 9

TAULA 7: Els calculs de Bar Hiyya formalitzats.

Creiem que amb aquest exemple queda aclarida la manera com Bar Hiyya
usa les igualtats que ha establert al capitol primer i que hem resumit a la
taula 2.

2.4.2 Un problema geométric —una divisio— resolt per tangram Veiem
ara la penultima divisio que ofereix Bar Hiyya (figura 8):

§149 Considerem <0 ABC, que s’anomena «figura trencada».
La volem dividir en dues parts iguals.
[1.] Tracem larecta AC ila dividim per la meitat E.!!2
[2.] Per aquest punt tracem la perpendicular fins a trobar 'arc AC en Z.113
[3.] Unim E amb B i tenim les dues parts buscades, dividides per la recta BEZ,
o bé per les rectes EZ i EB.114

Suposem que volem dividir el cas escalé amb un segment rectilini i no pas
amb un segment trencat:

§150 Es pot dividir el sector circular d'una altra manera.

110 [5, §27, p. 17-18]. Correspon fil per randa a Err4 ([50, p. 160-162]).

111 [5, p. 52]. Usa [5, §28, p. 18], que correspon a E115 ([50, p. 33,1 162-163]).

112 Es pot fer amb regle i compas: P1 i Exr10 ([50, p. 82 i 101-102]).

113 Es pot fer amb regle i compas: E111 i P2 ([50, p. 102-103 i 82]).

114 Bar Hiyya distingeix el cas isosceles, en el qual AB i BC son iguals, i el cas escale, en el qual
AB i BC so6n diferents ([5, p. 110-111]). La certesa d’aquesta afirmaci6 es basa en E138 —que
correspon a l'item 8§37 ([5, p. 17-18])—, i en E111 30, que Bar Hiyya no esmenta ([50, p. 137-138 i
223-224]).
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[1.] Unim Bi Z [P 1] (primer postulat).
[2.] La dita recta trenca a AC per T [P5].
[3.] Cercarem la relacié entre TE i AE.

[4.] I prendrem a BC segons l'anterior
proporcié o sigui fins a H [Evi10]
(I50, p. 316-317]).

[5.] Unirem ZiH [P1].

[6.] Itindrem les dues parts iguals cerca-
des, o sigui, <IZHC i ~BHZA.

La prova d’aixo és la seglient:

FIGURA 8

Els triangles ABHZ i A ZHE estan entre segments parallels,!!> i tenen
la mateixa base.

Per tant, son iguals ([5, §150, p. 111]).

En definitiva, el trapezi corbat —~ BHZA equival al trapezi corbat ~BEZA
menys el triangle A BEZ més el A BHZ i tot plegat equival a una meitat del
sector <)BCZA.116

Fixem-nos en I’enorme diferéncia que hi ha entre aquest problema i I’ante-
rior. Aqui les dimensions concretes de les figures no intervenen per a res. Es
fan servir peces geomeétriques equivalents a fi d’obtenir arees equivalents de
les quals desconeixem el valor.

Es precisament aixo el que volem remarcar perqué posa de manifest dos
fets que ja hem indicat abans. El text de Bar Hiyya no és només un text
de geometria aplicada —numeérica—, sin6 que conté algunes qiiestions de
geometria teorica. No hi ha, doncs, una unitat de criteri en aquesta obra tan
primerenca. Conté una primera part que, basant-se en resultats geomeétrics
molt concrets, resol problemes geometrics numericament usant les equacions
de segon grau. Els algorismes emprats son absolutament generals. I una altra
part que, usant tangram, permet mostrar de quina manera podem dividir certes
figures geometriques en parts prefixades.

2.5 Els lligams entre I’area del cercle i la longitud de la circumferéncia

2.5.1 Antecedents Com hem vist abans, al papir Rhind es planteja la «qua-
dratura del cercle» i és el text més antic de que disposem que tracta aquesta
questio. També va preocupar els matematics grecs ([48, §1.10.2, p. 99-100]).

115 Bar Hiyya no estableix la proposicié que diu que, ates que AH és a CE com HB a TA, els
segments HB i BZ son parallels [Evi 2, ([50, p. 304-305])].

116 De fet, usa les Nc 2 i Nc 3 dels Elements d’Euclides que no esmenta ([50, p. 85]). A <JBZ hi
sumem, d’'una banda, el triangle A BEZ i, d’una altra, el A BHZ, que, com hem indicat abans,
son equivalents.
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Finalment, al segle 111, Euclides demostra un resultat que ja era conegut per
Hipocrates de Quios.11”

Els cercles son com els quadrats dels radis respectius (Ex112, [51, p. 488-494]).

Quedaven pendents les respostes a aquestes dues preguntes:

1. Sén proporcionals la longitud de la circumferéncia del cercle i el radi?

2. Aquesta relaci6 té alguna mena de lligam amb la que els cercles tenen
amb els quadrats dels radis?

El primer matematic que respondria aquestes dues preguntes és Arquime-
des. Va establir que:

El cercle és equivalent al triangle rectangle de catets el radi del cercle i la
longitud de la circumferéncia.l1®

I encara, en la mateixa monografia, estableix que

en que £ és la longitud de la circumferencia i d el seu diametre.

2.5.2 Elcercleilacircumferéncia al llibre de Bar Hiyya Al Llibre de geome-
tria de Bar Hiyya hi trobem aquests dos resultats en la mateixa linia que en
Arquimedes.

En concret, a la quarta part del capitol 11, que té el titol «Explicaci6 de la
mesura dels terrenys de forma circular completa, o semicircular, o més o menys
semicircular», Bar Hiyya es preocupa d’aquestes qiiestions. Vegem algunes de
les seves aportacions.

D’antuvi explica com aconseguir la longitud de la circumferéncia i I'area
d’un cercle.

§95. Es pot saber I’area del cercle si es coneix la seva diagonal o diametre, en
arab anomenat cotr;''9 multiplica el diametre per 3 i % i tindras la longitud de
la circumferéncia; multiplica després la semicircumferéncia per la meitat del
didmetre i tindras I’area del cercle.120

117 Hipocrates de Quios (Quios [Grecia], segle 1v aC), geometra. Va establir la «quadratura
de tres lunules» i la reducci6 de la «duplicaci6é del cub» a la «determinaci6 de dues mitjanes
proporcionals» (|48, §3.4.7, p. 238-249]).

118 Estableix que S = v x £/2 ([52, §A.8.1 [MC 1], p. 449-450)).

119 De la radical ctr.

120 [5, p. 71-72].
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En simbols actuals, si d i » designen el diametre i el radi del cercle, i
Lcircumfereéncia 1 Scercle que abreugem £ i S la longitud de la circumferencia
il’area del cercle, tenim que

_ 1 1. 1, 1\ 21
£—<3+7)d, S—2£><2d—<3+7)r.

Tot seguit en dona la demostracio segiient:

La demostracié que la longitud de la circumferen-
cia és tres vegades i % el diametre ens la donara
la figura adjunta, en la qual hi ha la circumferén-
cia ABCDEU:'?2 el diametre és AZD; ara bé, la rec-
ta AB ésigual a AU i AZ, puix que tots tres sén radis
del cercle BZU, el centre del qual és A; de la mateixa
manera, en el cercle BZD, seran iguals CD i CB, i el
mateix trobariem respecte de DE i EU; aixi és que FIGURA 9

les sis rectes que toquen la circumferencia en sis punts sén iguals al radi, i que,
per tant, totes juntes equivalen a tres diametres. L’arc AB és major que la corda
respectiva en una part aliquota, la que computaren els calculadors, i sumant les
dels tres arcs trobaren que és igual a % del diametre.!23

2.5.3 Una demostracié molt interessant Molt més remarcable és el lligam
que estableix entre I’area del cercle i el triangle isosceles que té de base
la longitud de la circumferencia i d’altura el radi. Malgrat que s’assembla
molt a la d’Arquimedes —ambdues redueixen l'area a la d’un triangle de
base la longitud de la circumferéncia i d’altura el radi—, de fet, sébn molt
diferents.

El siracusa ho fa per doble reduccié a I’'absurd i es basa en el que actualment
s’anomena el postulat d’Arquimedes —que s’oposa a 'atomisme— i en el metode
d’exhaustio eudoxia ([52, §A.8.3 [MC 3] p. 451-455]).

En canvi, la demostracio de Savasorda es basa en la «proporcionalitat de
les longituds de les circumferéncies i els radis respectius». Es atomista (figu-
ra 10).124

La demostracié de I'area del cercle és: si s’obre la superficie del cercle per un
costat!?® i s’aplanen totes les circumferéncies concéntriques de I'interior fins
al centre, es convertiran en rectes que aniran disminuint successivament fins a
un punt que sera el centre, de manera que en resultara un triangle, ’area del
qual sera la meitat de la base —o sigui la circumferéncia—, per I'altura, o sigui
el radi.'?6

121 [52, §A.8.3 [MC 3], p. 451].

122 No és realment una demostracio.

123 [5, p. 72].

124 Es una demostraci6 atomista en la linia de la «paradoxa» de Democrit ([48, §3.4.10, p. 253-
255]). Vegeu la demostracio de Kepler, [32, edici6 francesa, p. 14-17].

125 De fet, per un radi.

126 [5, p. 72-73]. Tot seguit ho aplica a un cercle de diametre 14. El multiplica per 3 % Obté la cir-
cumferencia. Multiplica la meitat del diametre, 7, per la meitat de la circumferéncia, 22. Obté 154,
que és I'area del cercle. Nota: hi ha un error a [38, p. 73].
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FIGURA 10

2.5.4 Relacions entre I'area del cercle, la longitud de la circumferéncia i
el diametre Aquesta questio preocupa Bar Hiyya perque, a §96, diu:

Hi ha un altre procediment per trobar I’area del cercle en el qual no cal conéixer
la circumferéncia, i és elevar al quadrat el diametre i restar-ne la setena part i la
catorzena part i la resta sera I’area.1?”

I en dona una demostracié que val la pena que refem ([5, p. 73-74]).

1. Considerem el cercle ABCD.

2. Quadrem el diametre, JAHZC.

3. Els semicercles HDZ i ADC sén iguals.
4

. El cercle és menor que el quadrat en dos
triangles corbs ADH i CDZ.

5. Fem els calculs segiients. U
5.1. L’area del quadrat AHZC := AC? és
14% = 196. 4 T ¢
5.2. L’area del triangle A ZDC és 1196 =
49,

5.3. L’area del sector circular <IDTC és
igual a ;DC X DT és §(3+1) x 14 % FIGURA 11

_ 77 _ 1128
7=%5=38+3.

5.4. DC ésiguala /72 +72 =9+ %.129

B

127 [5, p. 73]. «Aixi, en el cas anterior, el quadrat del diametre és 196; restar-ne el % iun % del 1,
o sigui 42, restara 154, que és l'area ja coneguda». Aquesta expressio la trobem també a [46,
p-3 al.
128 Aquest calcul és curios, atés que indirectament diu que Scercle = (3 + %)49 =147 + 7 = 154.
Pero 156 = 196 — 42 = 196 — (% + ﬁ) 196. I hem acabat la demostraci6. Pero no ho fa aixi.

. . N 9
129 Aqui, d’alguna manera, proporciona el valor de /2, atés que V72 + 72 = 7/2 =9 + 1g- Per
tant, V2 = 2(9+ %) = 39 = 1.4142857.
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5.5. DU=CU = 1/98 =4 + -5 + &.
5.6. TU2 =TC2-CU? =72 -24,51 = 25,49 ~ 25.130 D’on TU val 5.
5.7. Lareadel triangle ATDC = TUXDC =5 (4+ 1+ 5) =24+ 3+ 1 ~
24 + 1.
5.8. Aleshores, = DC = ATDC - ATDC =38+ 5 — (24 + 3) = 14.
5.9. Pertant, —~DC+ —~DZ =14+ 14 = 28.
5.10. En definitiva, ADCZ —(=DC+—~DZ)=49-28=21. | el doble fan 24.
5.01. 24 = (1 +4)196 = 28 + 14.131
I encara proporciona quatre resultats més que val la pena fer notar:

§97. Pero els qui aprofundeixen en aixo, i son els astronoms, diuen que la

1
rao de la circumferencia al diametre és de 3 i % del diametre,32 aixi és que,
segons ells, I'area del cercle es trobara, restant del quadrat del diametre la
seva quarta part menys 8 parts i mitja de 60 compreses en la dita quarta part
anterior.133

§98. Si es coneix I’area del cercle i es vol saber la longitud del diametre, se
sumaran a I’area les seves 13—1 parts, i obtindras el quadrat del diametre.!34

§99. Si sabem la circumferéncia i volem coneixer el diametre, prendrem cinc
parts de la meitat,'3> o bé es dividira la circumferéncia per 3 + < i es trobara el
diametre.136

§100. Si es coneix I’area del cercle i es vol conéixer la circumferéncia, es
sumara a l’area 13—1 parts i multiplicant I’arrel de la suma per 3 i %, tindrem la
circumferéncia.l3”

En terminologia actual, fa aixo:

+3 17

L 8 z _ ~ 17 _1 . .
§97. 5 =3+ =3+ 155 1 és clar que 155 = 15 = 3, que és el valor que havia

donat a §95.
En aquest cas afegeix que S es troba fent el calcul segiient:

d2 8+*d2
4 60 4

a2 — 138

w

24 1 2880 160 , 36

1, 72 18
10 200 00 T700 * * 200 * 200

130Elquadratde4+%+% és 16+%+m+10+%+200 =16+
16 + 39 = 16 +8.52 = 24.52 ~ 25.

N
(=]

2

131 Ha establert, doncs, que Scercle =4r2 - (- 4+ 27) = 1192 = (3 + 1)¥2, com volia.
1

132 Fixem-nos que 3 i 60 és3i 120 i 11270 llﬂ = %

133 [5, p. 74].

134 [5, p. 75

135 Es erroni. Ha de dir «cinc vuitenes parts».

136 [5, p. 75].

137 [5, p. 751.

8+1
g027 =3+ %, en resulta que £ = (3 + 120) d i, per tant,

+
3 T 2 _ (3, 177\ 42 _ 32 2 8+3 1 2
Tt1p)de=(3+3mp)d =4 *(Zd 50 74%)-

—-

138 I aixo0 és cert, atés que, de £ =3
(

S=(3+155)r2 = (3 + 135) d? =



140 Josep Pla i Carrera

1
3+<

§98.Es coneix S = ;7 d? = 32d% = 11 d2. O sigui, d? = 3 S = (1 + ).
Finalment, d = /S + 77 S.

§99. Coneixem la circumferéncia £ = (3 + %) d. Per tant, d =
0,318 £.139

L

- 1, _
3+ _22£_

=

§100. Coneixem I'area S del cercle i busquem la longitud £ de la circumferen-
cia. 140

Aquest resultat I'estén a I'ellipse i dona el resultat que trobem a la propo-
sici6 5 de Dels conoides i els esferoides d’Arquimedes ([52, p. 416-418] o [36,
p. 48-49]). Compara I’area de I’ellipse d’eixos a el gran i b el petit amb la del
cercle de radi a.'*! Diu que l'area és igual a la del rectangle de costats a i b
menys la seva 1 + . part.!42

Veiem, doncs, que aquesta és una qiiestio que preocupava Bar Hiyyaiala
qual dedica molta atencié. I, com deéiem, encara va més lluny.

2.5.5 L’area d’una ellipse A T'inici de §112, Bar Hiyya diu ([5, p. 80]):

Si el camp no és de forma circular sin6 ovalada talment com seccions del cilindre,
no tallades parallelament a la base, tindrem en la dita figura dos diametres,
un d’ells major que I'altre, i prendrem llurs meitats i les multiplicarem una per
I’altra i restarem del producte la % ila ﬁ tal com férem amb el cercle, i la resta
sera |'area.

2.6 Lataula de cordes i arcs

2.6.1 Antecedents Com ja hem dit abans, Bar Hiyya no introdueix cap angle
que no sigui un angle recte. Una ra6 podria ser que, a diferéncia dels astronoms,
els agrimensors no disposaven d’estris adequats per mesurar angles i la seva
obra anava dirigida a aquests darrers. En canvi, introdueix les cordes, que
corresponen als angles centrals —és a dir, els costats dels poligons regulars.

Als matematics egipcis ja els havia preocupat la determinaci6 del pendent
d'un angle, I'sgt; de fet, és un concepte que s’apropa molt a la cotangent trigo-
nometrica ([48, §1.10.5, p. 109,11 A.7, p. 298]). I els geoOmetres astronoms grecs
havien confegit «taules de cordes». Ja les troben en I'obra perduda d’Hiparc i
les consolida definitivament Claudi Ptolemeu a la Sintaxi matematica.'*3

Els matematics arabs, en canvi, van introduir el concepte sinus entés com a
linia, i, indirectament, el nom.!#*

139 Observem que 35 = 5£ = 0.3125L.0bé, 35 = 23+ 2)d =222 4= 13d =0.982d ~
d.

140 Per §98, sabem que d = +/S + %S i, per §95, que £ = (3 + %) d, i aixo és el que cal fer.

141 Arquimedes diu que Seljipse d'eixos a i b, amb b < a = gscercle deradial=Tab].

142 Sepipse = Ta b, on a i b son els semieixos, amb b < a (§112, [5, p. 80-81]).

143 [54, p. 36-40]. Vegeu també [4, nota 111, p. 56].
144 Sembla que el terme sinus prové d’'una mala traduccié d'un text arab ([16, edici6 castellana,
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2.6.2 La taula de cordes de Bar Hiyya I Bar Hiyya recull aquest guant
quan diu:

Els astronoms s’aplicaren a aquest punt per ra6 de llur ciéncia i jo he traslladat
aqui aquest calcul, el que he cregut convenient. Exposo una taula dividida en
28 parts, puix que aixi he dividit el diametre, i en correspondéncia a aixo, la
circumferéncia I’he dividida en 88 parts; en la dita taula hi ha quatre columnes;
en la Ta columna van escrites les 28 parts i en les altres tres van els arcs
corresponents a les cordes des d’1 a 28; en la 2a columna van les parts, en la
3a els minuts i en la 4a els segons,'#> com es veu a la taula 8.

Obviament, com ja hem indicat abans (§95), si un cercle té un diametre més
gran o més petit que el que hem dividit en 28 parts, les cordes que corresponen
a les parts d’aquest nou diametre sén proporcionals a I'inicial i, de retruc, les
parts d’arcs es conserven.

Aixo fa que la taula de cordes sigui la mateixa amb independencia del
cercle sempre que es faci en referencia a la mida de les parts del diametre
corresponent.

Aleshores utilitza la poténcia d’'un punt interior d'un cercle (§33) i el lligam
de les parts iguals i desiguals d’'un segment (§28)'46 per lligar la sageta amb la
corda i el diametre. En concret, si d designa el diametre del cercle, c la corda i
S« la sageta de I'arc «, tenim:

I, de retruc,
CO( = 2\ (d_.go()s‘x. (3)

2.6.3 Explicacio de la taula de cordes de Bar Hiyya D’entrada recordem
que el lligam que hi ha entre una corda d’un angle i el seu sinus és:

€. corda(x—rsin(x
2 2°

Aleshores, atés que Bar Hiyya divideix el diametre d en 28 parts de mida a =
% ila circumferéncia en 88,48 mitja circumferéncia en té 44.

p- 325-326]).

145 Es curids observar que les parts fraccionaries de la corda les dona en el llenguatge sexagesi-
mal mesopotamic, de fraccions de seixanta i de seixanta de seixanta.

146 Recordem el que diu: «Si dues cordes d’un cercle es tallen en un punt, dividint-les en dues
parts, els rectangles que formen les part de I'un i I'altre son equivalents».

147 Podia haver utilitzat el teorema de Pitagores [§50, p. 125], que sembla més simple.

148 So6n les parts que pertoquen si atenem que la circumferéncia val 3 + % del diametre; és a dir,
28x3+4=84+4=288.
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Ara considera cordes commensurables amb a, és a dir, les cordes ¢, ¢,
C3yeveeyCldyaeeyeneyCodyenn,...,C2g de longituds a,2a, 3a,...,14a,...,24a,...,
28a = d. A la figura 12 hi hem representat les cordes cg i c24.

Divisions de la corda Divisions de I’arc
Parts Minuts Segons
1 1 3
2 2 8
3 3 25
4 4 55
5 5 1 25
6 6 2 57
7 7 4 42
8 8 7 1
9 9 9 59
10 10 13 42
11 11 18 33
12 12 24 23
13 13 31 29
14 14 40
15 15 50 10
16 17 2 16
17 18 16 16
18 19 33 29
19 20 53 29
20 22 17 10
21 22 45 19
22 25 19 4
23 27 1
24 28 50 36
25 30 54 52
26 33 20 55
27 36 29 29
28 44149

TAULA 8: Taula de cordes i d’arcs de Bar Hiyya.

Aleshores, usant els triangles rectangles A OMA o A OM'A, resulta que

1 ¢ .
5Ci = rsm?l, perai=6,24.

149 [5, p. 81-83].
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O sigui,

G G
i =dsin— = 28 -,
Ci sin > a sin >

que s’obté directament dels triangles rectangles A ACB o A AC'B.1>0
Ara bé, Bar Hiyya no dona el valor de sin % = zféia' sin6 que dona el valor

de l'arc que li correspon i 'expressa amb decimals sexagesimals, seguint
’escriptura mesopotamica ([48, p. 138]) i segiients. Es precisament el que hi ha
a la taula 8 (pagina 142).

24a

FIGURA 12: Representaci6 grafica de cg (AC) i de Co4 (AC').

Recordem que, en trigonometria, el radi es pren igual a 1 i aleshores la
longitud de la semicircumferencia és 7t v ili correspon un angle de 80°. En canvi,
com ja hem dit, Bar Hiyya agafa el radi de 14 parts i, a mitja circumferéncia,
n’hi corresponen 44. Es clar que, per passar dels angles «, que corresponen als
sinus, als arcs de Bar Hiyya cal fer la simple operacio arc = %0(.151

Un quart de cercle abraga 90° i, en canvi, en 1'obra de Bar Hiyya, un quart de
circumferencia consta de 22 parts. Aixo fa que ’angle central de cada part sigui
B=b oyl —g527

Tanmateix, Bar Hiyya no dona cap explicacio de com ha determinat I'arc que
correspon a cada corda. Nosaltres, doncs, solament podriem fer conjectures i
no és aquest el nostre objectiu, en absolut.

2.7 Un problema paradigmatic

Abans d’enunciar el problema de I'item §127, diu:

150 Sabem que els segments OM i OM’, que son perpendiculars pel centre a la corda, la dimidien
[E111 3], que els angles en C i C’ son rectes [E1l1 314] i que 'angle CBA val la meitat que 'angle COA
[Ex1x 20] ([50, p. 190, 224 i 213]).

151 Indiquem, per acabar aquesta analisi, que, a I'apéndix 11 de [38], hi ha els valors dels sinus
corresponents i dels arcs associats amb els errors comesos per Bar Hiyya, que s6n realment
petits.
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§127. Tot el que fins ara hem explicat és referent a terrenys plans, la superficie
dels quals és llisa; pero de vegades es trobaran terrenys pendents del cim d’una
muntanya, deprimits, concaus o esférics, i els agrimensors s’equivocaran si els
mesuren tal com si fossin plans.!32

Aleshores introdueix la técnica de la canya i I'aplica a dos problemes: I'un
quan el camp es troba en el vessant inclinat d’'una muntanya ([5, p. 92]) i
I’altre quan el camp es troba en un vessant corbat.

Acabem amb el darrer problema del capitol segon, que correspon a
I'item §128 ([5, p. 93-94]), el qual, al nostre entendre, posa de manifest fins
a quin punt el text s’allunya de la geometria aplicada i se’n va una mica més
lluny. I, a més, ens permet copsar com funciona la técnica de la canya.

§128. Si el terreny fos en la pendent d’un puig rodo6 i bombat, i volem saber
I’area cabal, plantarem també la canya vertical i pel seu cap farem passar
I’altra canya en angle recte, la qual prolonguem fins que toqui la muntanya i
tindrem una figura semblant a I’anterior, sin6 que DB és un arc, i el mateix sera
tota AB, essent ambdés, arcs d’un mateix cercle i essent ambdds coneguts, car
AB és la longitud del terreny, o bé I'amplada, i DB és I’arc que les dues canyes
determinen.!53

Ara seguirem els passos de Bar Hiyya, detallant-los amb items que en facin
la lectura més entenedora (figura 13):

1. Apliquem el teorema de Pitagores A

al triangle rectangle A DCB. Tenim
que DB?2 = DC? + BC?2.

2. Calculem la sageta.

2.1. La sageta divideix la corda i
I’arc en dues parts iguals pels
punts H i T.154

2.2. El triangle A HZB que s’obté
prolongant la sageta és sem-
blant al A DCB.1>>

2.3. Els costats corresponents s6n
proporcionals. O sigui, % =
ZH 156
HB*

FIGURA 13

152 [5, p. 91-92].

153 [5, p. 93].

154 Es la definici6 de sageta: «el segment perpendicular a la corda pel punt mitja» i, per E1t1 30
([50, p. 223]), divideix I'arc en dues meitats.

155 Ambdoés son triangles rectangles i tenen un angle comu. Per tant, els tres angles son
respectivament iguals [E132 i Evi4] ([50, p. 1301 307]).

156 Evi4 [50, p. 304].
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2.4. Per tant, ZH = 2ZBH 157

2.5. Per les mateixes raons, també tenim que % = %.

ZHxDB
2.6. 1, de retruc, ZB = =5,

2.7. Partint del punt Z amidem la longitud ZT.1%8

3. Coneix la sageta i la corda i pot aplicar (3) per determinar el diametre.

4. Un cop conegut el diametre, pot determinar la corda de I’arc doble de AD
que deduim de la taula dels arcs i cordes.

5. La meitat d’aquesta corda és DL.

6. Si hi sumem el segment conegut DC, tindrem el segment CDL, que és
igual al BMK, que és la mida del terreny.

7. Sil'altra dimensi6 no és corba, no caldra refer el calcul, pero si ho és en
les dues dimensions —es tracta d’'un camp esféric— caldra repetir-lo ([5,
p- 93-94)).

En aquest exemple, a diferéncia de I’anterior, no hi ha dades concretes. Es
una resolucié totalment general i teorica.

3 Conclusions

Hem vist amb forca detall les influéncies que 'obra de Bar Hiyya va rebre
dels matematics grecs i arabs i com va influir en Fibonacci. Hem analitzat,
en un cas concret, com usa expressions que ha establert per tangram per
resoldre les equacions de segon grau. Hem vist també la importancia que
dona al cercle i a la circumferéncia i als lligams que hi ha entre ambdues
figures geomeétriques. Finalment, hem posat de manifest fins a quin punt I’'obra
pensada com un text de practica de calcul concret conté parts importants de
caire teoric.

Pensem que aquesta analisi, forca minsa i alhora forca completa, palesa
la importancia que el Llibre de geometria de Bar Hiyya té en el panorama
matematic dels segles X1-X1I i de quina manera un barceloni va aportar un
granet de sorra al desenvolupament de I’algebra de segon grau una mica abans
que ho fes Leonardo da Pisa.

Des de la nostra humilitat, voldriem acabar amb un reconeixement explicit,
que ja sabem que no li cal en absolut, a Josep Millas Vallicrosa per la seva
contribuci6 a la divulgacié de la ciencia arab i jueva de la Catalunya dels
segles x al X111 i, d'una manera particular, per haver-nos deixat ’edici6 en catala
d’aquesta petita joia que és el Llibre de geometria de Bar Hiyya, Savasorda.

157 Aqui Bar Hiyya dona una expressi6 de caire algebraic, perd podiem haver dit que ZH és el
quart proporcional dels segments CB, DC i HB. O bé que s’obté per aplicacié d’arees sobre CB
del rectangle DC x BH. Vegeu Evi 12, [50, p. 317 i p. 154-156].

158 Coneixem la muntanya, I'altura BC de la canya i la llargada de la canya CD. Hem determinat
BD i, de retruc, BH. I, per tant, ZH. I, en conseqiiéncia, I'altura BZ, que determina el punt Z.
L’'unim amb el punt H, que és a I'interior de la muntanya, i obtenim el punt de tall T. La distancia
de ZT és la sageta. De fet, és facil determinar la direcci6 de la perpendicular ZH a BD.
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4 Personatges esmentats

AL-BATTANI, Abu-Abd-Allah Muhammad ibn Jabir ibn Sinan al-Harrani as-Sabi
(Harran, [ara Turquia], ~858 - ?, 929), conegut simplement com a al-
Battani. Va comencar a fer observacions astronomiques a Raqqga I'any 877
i s’hi va dedicar tota la vida. Basant-se en I’Almagest, va fer observacions
astronomiques més precises que les de Ptolemeu, en un observatori privat
que estava dotat dels més sofisticats instruments de I’época. També
sabem que va fer observacions astronomiques a Antioquia ’any 901.

AL-FARGHANI, Abul-l-Abbas Ahmad ibn Muhammad ibn Kathir (Fergana, Sog-
diana, [ara Uzbekistan], 805 - ?, 880), conegut com a al-Farghani i de
manera llatinitzada com a Alfergani, va ser un dels astronoms perses més
celebres del segle 1x.

AL-GHAFIQI AL-ANDALUSI, Abu-1-Qassim Ahmad ibn Abd-Allah ibn Umar (Cor-
dova, ? - Denia, ~1035), més conegut pel sobrenom d’Ibn as-Saffar
—Iliteralment «el fill del calderer»—, cientific andalusi del segle xI. Va
construir el rellotge de sol més antic islamic, que es conserva al Museu
Arqueologic i Etnologic de Cordova.

AL-HWARIZMI, Muhammad ibn Masa (Bagdad [ara Iraq], ~780 - ?, ~850), mate-
matic i astronom. Va portar a Occident el sistema indoarabic de numeracié
il’algebra, i aquestes dues paraules son heréncia seva.

AL-MISRi, Abu-Jafar Ahmad ibn Yussuf ibn Ibrahim ibn Tammam as-Siddiq
al-Baghdadi (Bagdad [ara Iraq], 835 - el Caire [Egipte], 912), matematic
arab molt reputat que influi en matematics europeus posteriors.

ARQUIMEDES (Siracusa [Sicilia], 288 - 212 aC), el més genial dels gedometres
grecs i un dels més notables de la historia de la matematica.

BANU HUD, o HUDIDES, fou una dinastia local d’emirs que va governar els
emirats de Larida, de Saraqusta i en altres indrets de la frontera nord
durant un segle, entre el 10391i el 1139.

Bocacc1o, Giovanni (Floréncia, 1313 - Certaldo o Floréncia, 21 de desembre
del 1375), escriptor i humanista del Trecento. Va escriure en llati i en
italia. Es considerat, juntament amb Dant i Petrarca, un dels pares de la
literatura italiana. La seva obra més coneguda és el Decamero.

BOMBELLI, Rafael (Bolonya, 1526 - Roma, 1572), matematic. Va introduir els
nombres complexos per poder resoldre les equacions cubiques irr‘educti-
bles aplicant el métode de Tartaglia quan les arrels son reals a I’Algebra
(1572).

BONJORN, Bonet (Cotlliure, ~1300 - Barcelona, probablement abans de ~1360),
astronom i astroleg jueu catala. Va ser I’autor d’unes taules astronomiques
preparades a Perpinya el 1361, que encara avui es conserven manuscrites.

CARDANO, Gerolamo (Pavia, 24 de setembre del 1501 - Roma, 21 de setembre
del 1576), metge, astroleg, matematic, jugador i filosof. L’any 1545 va pu-
blicar un tractat d’algebra, Ars Magna, on donava la resoluci6 de I'’equacio
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de tercer grau que li havia comunicat Tartaglia i la resoluci6 de la quartica
que havia resolt el seu deixeble Ludovico Ferrari.

CHESTER, Robert (segle xi11), traductor de I’arab al llati. Va traduir el text d’al-
gebra d’al-Hwarizmi, Hissab al’jabr wa-l-mugqga-bala.

DANTE ALIGHIERI, en catala anomenat Dant (Floréncia, maig/juny del 1265
- Ravenna, 14 de setembre del 1321), poeta del Trecento. Es un dels
autors més reconeguts de la literatura universal, per La divina comédia,
una de les obres fonamentals de la transici6é del pensament medieval al
renaixentista i obra cabdal de la literatura universal.

DEMOCRIT D’ABDERA (Abdera [Tracia], 460 aC - ?, 370 aC), filosof i geometra
i pare de I'atomisme. Va ser el primer a donar el volum de la piramide i,
alhora, a posar en relleu la paradoxa que suposava I’atomisme quan
s’aplicava a aquest solid.

DESARGUES, Girard (Li6, 21 de febrer del 1591 - 8 d’octubre del 1661), és el
pare de la geometria projectiva.

DESCARTES, René (Descartes [Francal, 31 de marc del 1596 - Estocolm, 11 de
febrer del 1650), important filosof racionalista francés conegut també per
les seves obres de matematiques i de diferents branques de la ciéncia.
Es considerat el pare de la filosofia moderna, ja que va ser el primer
a proposar el problema de la validesa del coneixement com a primera
questio filosofica, i una de les figures clau de la revolucio cientifica.

EucLIDES (Tir? [Fenicia], ~325 aC - Alexandria, ~265), matematic del se-
gle 111 aC, autor dels Elements, una de les obres meés importants de la lite-
ratura matematica. Fou també el geometra que fonamenta i desenvolupa
I'estudi de la matematica al museu d’Alexandria.

EUDOX DE CNIDOS (Cnidos [Greécia], 408 - 355 aC), geometra i astronom, alum-
ne de I’Académia de Plat6. Va introduir la teoria de la proporci6 de les
magnituds incommensurables.

FERMAT, Pierre de (Beaumont-de-Lomagne [Franca], 12 de gener del 1665 -
Castres [Franca], 17 d’agost del 1601), jurista i matematic occita, sobre-
sorti pels seus treballs matematics. Descobri les propietats de diversos
nombres i és considerat el creador de la teoria de nombres moderna.
Amb René Descartes aplica I’algebra a la geometria i, amb Blaise Pascal,
funda la teoria de la probabilitat. Usa el concepte de les variables infinite-
simals en els problemes de quadratura, de calcul de maxims i minims i
en la construcci6 de tangents. Es conegut per I'altim teorema de Fermat,
aixi com pel petit teorema de Fermat.

FERRARI, Ludovico (Bolonya, 2 de febrer del 1522 - 5 d’octubre del 1565),
matematic, deixeble de Cardano. Va trobar la resolucié de la quartica
reduint-la a la resolucié d’una cubica i una de segon grau.

FONTANA, Niccolo, anomenat Tartaglia, ‘el tartamut’ (Brescia, 1499 - Veneécia,
13 de desembre del 1557), matematic autodidacte. Trobant-se a Venécia va
descobrir la manera de resoldre la cubica del tipus x> + p x = q.
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HERO D’ALEXANDRIA (?, ~10 - Alexandria, 70), inventor i matematic. Probable-
ment 'enginyer més notable de la Grécia classica.

HERODOT D'HALICARNAS (Halicarnas [Anatolia], 484 - Turis [Magna Greécial,
425 aC), historiador i geograf, considerat el primer historiador perqué
pretenia basar els fets en la cronologia.

HIPARC D’ALEXANDRIA (Nicea [Grecia], al voltant del ~190 - Alexandria,
~120 aC), astronom, geograf i matematic. Es un dels astronoms més
importants de 'antiguitat, inventor de I'astrolabi i el primer que elabora
un cataleg d’estels.

IBN EZRA, Abraham (Tudela [ara Navarra], 1089 - Calahorra [ara La Riojal,
23 de gener del 1167), erudit jueu, va cultivar la poesia, 'exegesi biblica,
la filosofia, la gramatica hebrea i les ciéncies dels astres (astronomia,
astrologia, matematiques i calendari). Fou una de les veus jueves més
importants i una figura fonamental en la tasca de difusio de les cultures
hebrea i arab d’Al-Andalus dins I’Espanya cristiana i Europa.

IBN ISHAQ AL-IBADI, Abu-Zayd Hunayn (al-Hira [ara Iraq], 808 - Bagdad, 873),
més conegut com a Hunayn ibn Ishaq, famés i influent savi assiri o
arab, metge i cientific, conegut per les traduccions d’obres mediques i
cientifiques del grec antic a I'arab.

KEPLER, Johannes (Weil der Stadt [ara Alemanya], 27 de desembre del 1571 -
Ratisbona [ara Alemanya], 15 de novembre del 1630), astronom i mate-
matic alemany, és una figura clau de la revolucio cientifica. Es conegut,
fonamentalment, pel descobriment de les lleis sobre el moviment dels
planetes que va plasmar en les seves obres Astronomia nova (1609) i
Harmonices mundi (1619).

LEONARDO DA P1SA (Pisa, 1175 - ~1250), un dels matematics amb més talent
de I'edat mitjana, conegut com a Fibonacci. Va introduir el sistema de
numeraci6é indoarabic i ’'aplicaci6 de I’algebra als problemes geometrics
a Europa a través de Liber abaci i De practica geometrice. El seu nom ha
quedat unit a la «successio de Fibonacci».

LLuLL, Ramon (Palma, 1232 - Tunis, 1316), escriptor, filosof, mistic, teodleg,
professor i missioner mallorqui. Es conegut per la seva extensa obra
escrita, redactada en catala, occita, llati i arab. Es considerat el primer
autor a fer servir una llengua vulgar per escriure obres cientifiques.!>?

MULLER VON KONIGSBERG, Johannes Miiller (Konigsberg in Bayern [ara Alema-
nya], 6 de juny del 1436 - Roma, 6 de juliol del 1476), prolific astronom
i matematic alemany conegut amb el sobrenom de Regiomontanus, que
prové de la traducci6 llatina del nom de la ciutat natal: Kénigsberg (Mon-
tanus Real o Montanus Regia). La seva obra es pot englobar en tractats de
matematica, centrats en el que avui s’anomena trigonometria, de la qual
es considera un dels pares fundadors, i tractats sobre astronomia.

159 Millas Vallicrosa va fer una edicio critica de El libro de la «Nova geometria» ([40]).
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PAscAL, Blaise (Clarmont d’Alvérnia, 19 de juny del 1623 - Paris, 19 d’agost
del 1662), filosof, matematic, fisic, inventor, escriptor, moralista, mistic i
teoleg occita. Es, amb Fermat, el pare del calcul de probabilitats, i, amb
Desargues, de la geometria projectiva. Es considerat una de les ments
més brillants de la saviesa occidental.

PETRARCA, Francesco (Arezzo [ara Italia], 20 de juliol del 1304 - Arqua Petrarca
[ara Italia], 19 de juliol del 1374), important escriptor, poeta i humanista
del Trecento. La seva obra més coneguda és el Canconer.

PLATO (?, ~21 de maig del 427 aC - Atenes, 347 aC), fildsof d'una gran influéncia
a I'antiga Grécia. Va fundar ’Académia i va escriure els famosos Didlegs
socradtics.

PLATO DE TivoLl (llati, Plato Tiburtinus) (Tivoli [ara Italia], 1110 - ?, 1145),
traductor d’obres matematiques i astronomiques del segle XiI. L'inica
cosa que se sap de la seva vida és que va arribar a Barcelona I'any 1134 i
s’hi va estar, com a minim, fins al 1145. Tota la seva produccio6 traductora
data d’aquesta época, durant la qual va collaborar amb el matematic
i astronom hebreu i del qual, 'any 1145, va traduir al llati I'obra de
geometria que ens ocupa, amb el titol Liber embadorum.

PTOLEMEU, Claudi (Kla'udiws Ptolema’ikos) (Egipte, ~85 - Alexandria [Egipte],
~165), astronom, geograf i matematic grecoegipci, anomenat comuna-
ment Ptolemeu. Va escriure la Sintaxi matematica (>H Megal’h S’untaxis),
coneguda amb el nom Al-Magest, I’obra gran’ en arab.

RHIND, Alexander Henry (Wick [Escocia], 26 de juliol del 1833 - Cadenabbia
[Italia], 3 de juliol de 1863), advocat, historiador, geoleg i arqueoleg,
especialitzat en egiptologia. Fou qui troba el papir d’Ahmés. Fou pioner a
desenvolupar un metode cientific per realitzar les seves investigacions
i feia un dibuix de I'indret on havia trobat cada objecte i dels mateixos
objectes.

SANTCLIMENT, Francesc (?, segle Xv), mestre d’aritmeética a Barcelona. El 1482
publica Summa de la art d’arismética, 1a primera obra catalana impresa
d’aquest tipus que utilitza xifres arabigues.

TEODOSI DE BITINIA (Jeodosios) (Bitinia [ara Turquia], 180 - ?, ~100 aC), mate-
matic i astronom grec célebre per ser 'autor de Les esferiques (Sfairik’a),
un recull de tots els coneixements coneguts en aquell temps sobre la
geometria de les esferes i, en definitiva, sobre la «geometria elliptica»,
que no és euclidiana.

TOMAS D’AQUINO (Rocasecca [ara Italia], 1225 - Fossanova [ara Italia], 7 de
marc¢ del 1274), teoleg i filosof. Fou un dels teolegs més importants
de 'edat mitjana. Proporciona les bases de la teologia cristiana en incor-
porar gran part del llenguatge i de les idees aristotéliques. La seva obra
més notable és Summa teologica (~1274).

VIETE, Francois (Fontenay-le-Comte [Franca], 1540 - Paris, 13 de desembre

del 1603), matematic frances, potser el més rellevant del segle xv i cone-
gut, de vegades, com el pare de I'algebra moderna.
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